Haladok III. kategoria 2. (donto) fordulé

1. Felirtunk a tdblara 2" darab pozitiv egész szamot tetsz6leges sorrendben egymads utdn. Ezen sza-
mok Osszes primosztdja n prim koziil keriil ki. Bizonyitsuk be, hogy kivélaszthaté ezen szdmok
egy nem {iires részhalmaza, amelynek elemei a felirt sorban egymast utdniak, és a részhalmaz
elemeinek szorzata négyzetszim!

2. Az x, y, z pozitiv valés szdmok szorzata 1. Bizonyitsuk be, hogy
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3. Az ABC haromszog belsejében taldlhaté D pontra CAD<t = DCA<t = 30° és ABD<t{ = 60°. Le-
gyen E a BC oldal felez&pontja, F pedig a CA oldal C-hez kdzelebbi harmadolépontja. Igazoljuk,
hogy DE_LEF.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Felirtunk a tdblara 2" darab pozitiv egész szamot tetszSleges sorrendben egymads utan. Ezen sza-
mok Osszes primosztdja n prim koziil keriil ki. Bizonyitsuk be, hogy kivélaszthaté ezen szdmok
egy nem {iires részhalmaza, amelynek elemei a felirt sorban egymast utdniak, és a részhalmaz
elemeinek szorzata négyzetszdm!

Megoldas. Legyenek ezek a szamok dy, ds, ..., d; (k =2"), a szerepld primek p1, po, ..., pu.
Jeloljiik c;-lel az els6 [ darab d; szorzatét, azaz c; =dy-da - ... -d;.

Mindegyik c;-t irjunk fel primhatvanyok szorzataként kanonikus alakban. Mindegyik c;-hez tar-
tozik egy n hosszu sorozat. Ebben a sorozatban az i-edik helyre nullat {runk, ha ¢;-ben p; paros
hatvanyon szerepel és 1-et irunk, ha paratlanon.

Igy 2" darab 0-1 sorozatot kapunk, pontosan annyit, ahdnyféle lehetséges.

Ha ezek kozott van csupa 0 sorozat, akkor készen vagyunk, mert valamelyik ¢;-ben minden prim
paros hatvanyon szerepel, ezért ez négyzetszam.

Ha nincs ilyen, akkor a skatulyaelv miatt van két egyforma sorozat. Ha a nagyobb indexhez tar-
tozo6t elosztjuk a kisebb indexhez tartozdval, akkor az egyszer(sités utdn olyan szdmot kapunk,
amely egymast kovetd szamok szorzata és minden prim paros hatvanyon szerepel benne, tehat
négyzetszam.

Osszesen:
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. Az x, y, z pozitiv valés szamok szorzata 1. Bizonyitsuk be, hogy
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Megoldas.
A szamtani és mértani kozEép kozotti egyenlStlenséget hasznaljuk:
#2 J/xXyz, ezért x+y+z>3.

A nevezdbeli 3-at ezzel helyettesitve a tortek nem nonek, ezért foglalkozzunk
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K(x,y,2) = L(x,,2) = + + -
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A nevezdket a-val, b-vel, c-vel jeloljiik.

x+2y+2z=a; 2x+y+2z=b; 2x+2y+z=c.

Megoldjuk az egyenletrendszert x-re, y-ra, z-re, ekkor azt kapjuk, hogy
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Ezekkel az 1j ismeretlenekkel a kovetkez6hoz jutunk:
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Mivel egy pozitiv szdm és reciproka 0sszege legalabb 2, ezért ez nagyobb vagy egyenld, mint
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Az egyenl6ség x = y = z esetén all fenn.

Osszesen:

. Az ABC haromszog belsejében taldlhaté D pontra CAD<t = DCA<t = 30° és ABD<( = 60°. Le-
gyen E a BC oldal felez&pontja, F' pedig a CA oldal C-hez kozelebbi harmadolépontja. Igazoljuk,

hogy DE LEF.

vel.
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Megoldas.

Készitsiink abrat!

A feladat feltételei szerint az ADC haromszog két szoge egyenld, tehat egyenld szard (szarszogei
30°-o0sak, a D-nél 1év6 cstcsszoge 120°).
Legyen a C pont D-re vonatkozé kozéppontos tikkorképe P.

Ekkor PD = CD = AD és PDA<t = 60°, mert az ADC< kiils6 szoge. Ezért az APD haromszog
szabélyos. Ebbdl kovetkezik, hogy a PAC haromszog félszabélyos, a harmadik szoge (PAC<)
derékszog.

Mivel az AD szakaszra irt APD és ABD sz6g is 60°, azaz ugyanakkora hurhoz tartozé szogek és
egyenldek, az APBD négyszog hirnégyszog.

Messe a koré irt kor az AC oldalt G-ben!

Lattuk, hogy PAC< derékszdg, ezért PG a kor atmérdje. Emiatt PDG< és igy CDG< is derék-
sz0g. A CDG (félszabdlyos) haromszogben tehat 2DG = GC.

PDA< = 60°, PDG<t =90° (mert PG atmérd), ezért ADG< = 30°, tehat PG az ADG haromszog
(s6t, AP = DP miatt az APDG hirnégyszog) szimmetriatengelye.

Azaz AG = DG, igy 2AG = 2DG = GC, azaz G harmadolja az AC oldalt, mds széval G az AC
oldal A-hoz kozelebbi harmadolépontja.

Mivel F' a C-hez kozelebbi harmadolépont, ezért a C koz€ppontd 2-szeres nagyitds F-et G-be,
D-t P-be, E-t B-ve viszi, vagyis az F ED haromszoget a GBP haromszdgbe, amelyben az F ED<(-
nek megfelel6 GBP< derékszog, igy az FED< is az.

Tehat DE valoban merdleges EF-re.

Osszesen:
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