Kezdok I. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Az ABCD négyszogben AB = BC = CD, tovabba az ABC<t = 70°, a BCD< = 170°. Mekkora a
DAB< nagységa? 10 pont

2. Hany hegyesszogl, derékszogt, illetve tompaszogli hdromszoget hatdroznak meg egy szabdlyos
hiiszszog cstcsai? 10 pont

3. Legyen p egy 3-ndl nagyobb primszdm ugy, hogy az a és b pozitiv egész szamokra teljesiil a
p2 +d® =b? egyenldség. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

a) a oszthatd 12-vel, és
b) 2(p+a-+ 1) négyzetszam. 10 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABCD négyszogben AB = BC = CD, tovabba az ABC<t = 70°, a BCD< = 170°. Mekkora a

DAB< nagysaga? 10 pont
1. megoldas. Készitsiink abrat. 1 pont
Az ABC és BCD bels6 szogek szogfelezdjének metszéspontjat jelol-
je P. 1 pont

Az ABP és BCP haromszogek egybevagoak, ugyanis PB kozos oldaluk,
tovdbbd AB = BC és ABP<t = PBC<t = 35°. 2 pont

Ebbdl kovetkezben

BPA<{ = CPB< = 180° — 85° —35° = 60°. 1 pont

Az elébbiekhez hasonlé médon a DPC és BPC haromszogek is egy-

sz

bevagoak, mert a C-nél 1évd szogiik megegyezik és az ezt kdzrefogd

oldalak paronként egyenld hosszuiak. 2 pont
Emiatt DPC<t = CPB<( = 60°. 1 pont
Ez azt jelenti, hogy BPA<t+ CPB<t+ DPC< = 180°, tehdt P val6jaban az AD oldalra esik. 1 pont

Ekkor viszont a DAB szog megegyezik a PAB szdggel, igy DAB<t = 180° — 60° — 35° = 85°. 1 pont

Osszesen: 10 pont



2. megoldas. Készitsiink abrat. 1 pont

Vegyiik fel a P pontot a négyszog belsejében tugy, hogy az ABP harom-

sz0g szabdlyos legyen. 1 pont
Ekkor PB = AB = BC miatt a PBC haromszog egyenl6 szaru. 1 pont
Mivel ABP<t = 60°, ezért PBC<t =70° —60° = 10° és igy BCP<t = 85°. 1 pont
A P pont tehét rajta van a C csucsndl 1€v6 szog szogfelezjén. 1 pont
Ekkor a CDP és CBP haromszogek egybevagoak, mert két-két oldal és

az ezen két oldal 4ltal bezart sz6g egyenld, igy PD = PB = PA. 1 pont
Kovetkezésképpen a PCD és az APD haromszdg is egyenld szaru. 1 pont

A PCD egyenl§ széard haromszogben DPC<t = PCD<( = 85°, ezért
APD< =360° — BPA<—CPB<— DPC<q =

=360° — 60° — 85° — 85° = 130°. 1 pont
Igy az APD egyenl szérd haromszogben DAP<( = 25°. 1 pont
Tehat DAB<t = DAP<t{+ PAB<t =25° 4+ 60° = 85°. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. Hany hegyesszogt, derékszogl, illetve tompaszogli haromszdget hatdroznak meg egy szabdlyos
huszszog csucsai? 10 pont

Megoldas. A hiiszszog cstcsai dltal meghatarozott haromszogek koré irt kore a hiszszog koré
irt kor. Ha a hdromszog hegyesszogl, akkor a koré irt kor kozéppontja a haromszog belsejében,
ha derékszogl, akkor a hdromszog oldaldn, ha tompaszdg(, akkor pedig a haromszogon kiviil
talalhato. 2 pont

Szamoljuk meg el6szor a derékszogli haromszogeket! Ezek egyik oldaldn rajta van a koré irt
kor kdozéppontja, tehat az a huszszog egyik szimmetriadtléja. Valasszuk ki el6szor ezt az oldalt:
ezt 10-féleképpen tehetjiik meg. A harmadik csucs 18-féle lehet, igy Osszesen 10- 18 = 180
derékszogl haromszog van. 2 pont

Most szdmoljuk meg a tompaszogli haromszogeket! Mindegyik hdromszdget a tompaszogi
csucstdl pozitiv forgdsirdnyban elhelyezkedd cstiicshoz rendelve szamoljuk meg. Ezt a csicsot
20-féleképpen valaszthatjuk ki. A hdromszog masik két csucsa a kivdlasztott csticsbol hiizott

9
szimmetriadtlotol ,,jobbra” esik. Ezt a két csticsot <2> = 36-féleképpen valaszthatjuk ki. Tehat

osszesen 20 - 36 = 720 tompaszogli hdromszog van. 3 pont

. 20
Végiil szimoljuk meg a hegyesszogii haromszogeket! Osszesen < 3 ) = 1140 haromszdoget ha-

tdroznak meg a hiszszog csucsai. Koziilik hegyesszogii 1140 — 720 — 180 = 240. 3 pont

Tehat a hdszszog csicsai 240 hegyesszogil, 180 derékszogl és 720 tompaszogli haromszoget
hatdroznak meg.



Megjegyzés. A haromszogek leszamolhatok ugy is, hogy | A 20 felbontésai | Darabszam

megnézziik, milyen egész hosszusagu részekre bontjadk a 2+9+2 20

haromszog csucsai a 20 egységnyi korivet. Ahhoz, hogy 3+849 40

a haromszog tompaszogi legyen, az ivek kozott kell len- 4+749 40

nie 10 egységnél hosszabbnak. Ahhoz, hogy derékszogii le- A+8+8 20

gyen, kell lennie 10 egység nagysdgtnak. Hegyesszogii hé- 54619 40

romszog esetén minden {v hossza rovidebb 10 egységnél. 5:7+8 20
6+6+8 20
6+7+7 20

Osszesen:

. Legyen p egy 3-ndl nagyobb primszdm ugy, hogy az a és b pozitiv egész szamokra teljesiil a
p2 +d® =b? egyenldség. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

a) a oszthatd 12-vel, és

b) 2(p+a-+ 1) négyzetszam.
Megoldas. a) Az egyenlGséget atrendezve, majd nevezetes azonossag segitségével a b* —d?
kifejezést szorzattd alakitva kapjuk, hogy

pPP=b—a*=(b—a)(b+a)

A megadott feltétel miatt b > a, igy a két tényezd pozitiv egész és b+a > b —a, tehat p2 szorzatta
2

bontésa csak egyféleképpen lehetséges,hab—a=1¢ésb+a=p-.
Ebbdl
2 2
1 —1
p="> 2+ és a=2 —

2a=p*—1=(p—1)(p+1).

Masodik megoldas (az elsé négy pontra). A feltétel miatt p, a és b alap pitagoraszi szamharmas
(p prim volta miatt), tehét a primitiv pitagoraszi szamhéarmasokra vonatkoz6 dsszefiiggés szerint

p:mz—nz, a=2mn, ¢és b:m2+n2,

ahol m és n olyan pozitiv egészek, amelyekre m > n, (m;n) = 1, illetve m és n kiilonb6z6 paritdsd
(mivel p paratlan, igy a = 2mn).

Ebbdl p = (m—n)(m+n), ami a feltételeket tekintve csak egyféleképpen valésulhat meg:

m—n=1 és m+n=p
Ebbdl
m_p—|—1' n_p—l
2 2
amibdl
DH(p—1
a:%’ azaz 2a=(p+1)(p—1).

10 pont

10 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Azt kell igazolnunk, hogy (p — 1)(p+ 1) oszthat6 24-gyel, hiszen az, hogy 2a oszthat6 24-gyel,
sziikséges €s elégséges feltétele annak, hogy a oszthat6 12-vel.

Tekintve, hogy p pératlan prim, igy p — 1 és p+ 1 is péaros.
p—1é&s p+ 1 koziil pontosan az egyik 4-gyel is oszthatd, tehat a szorzatuk oszthat6 8-cal. 1 pont

Mivel p egy 3-ndl nagyobb prim, igy p — 1 és p+ 1 koziil pontosan az egyik 3-mal is oszthat6. 1 pont

Tehdt (p — 1)(p+ 1) oszthaté 8-cal és 3-mal, azaz 24-gyel. 1 pont
Masodik megoldas (az utébbi harom pontra). Egy 3-ndl nagyobb prim 6-tal osztva 1 vagy —1
maradékot ad, azaz a p prim 6k + 1 vagy 6k — 1 alaku (ahol k pozitiv egész). 1 pont
Tehat

(p—1)(p+1) = 6k(6k+2) = 12k(3k+ 1) vagy (p—1)(p+1) = (6k — 2)6k = 12k(3k—1). 1 pont

Azt kell megmutatnunk, hogy k(3k+ 1) vagy k(3k — 1) szorzat péros: ha k péros, akkor a szor-
zat els6 tényezdje paros, ha k pératlan, akkor szorzat masodik tényezdje paros, tehat a szorzat
barmilyen k pozitiv egészre péros. 1 pont

Megjegyzés. A bizonyitasbol tehat azt is megkapjuk, hogy barmilyen p > 3 primszamra ponto-
san egy ilyen p, a, b szamhdarmas 1étezik, példaul p = 5-rea =12 és b = 13.

b) 2 1

20p+a+1)=2 <p+p —+ 1) —2p+pP—142=p*+2p+1=(p+1)
tehat a kérdezett kifejezés valoban négyzetszam. 3 pont
Osszesen: 10 pont



