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Haladok II. kategoria 1. fordul6

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy 5a* + 4ab — b* (a és b egész szdamok) akkor és csak akkor oszthat6 3-mal,
ha a+ b is oszthat6 3-mal.
Megoldas.
54> +4ab—b> = (5a—b)(a+Db).
Ha 3 | a+ b, akkor nyilvan (5a — b)(a+ b) is oszthaté 3-mal.

Ha 3 | (5a —b)(a+b), akkor — mivel a 3 primszam — 3 | a + b (és ebben az esetben az dllitds
igaz) vagy 3 | 5a — b.

Mivel 5a —b = 6a — (a+b), ez akkor és csak akkor oszthat6 3-mal, ha a + b is, tehdt az allitds
ebben az esetben is igaz.

Osszesen:

7 pont

3 pont
1 pont

1 pont

2 pont

7 pont



2. Egy dobozban 20 golyé6 taldlhatd, p db piros, f db fehér és z db zold szind. Ha a dobozban a fehér

1
golyok szamat megdupldznank, akkor egy piros goly6 kihizédsanak az esélye g-del csokkenne.

1
Ha a dobozbdl minden piros goly6t kivennénk, akkor egy fehér goly6 hizasanak esélye E—dal

néne. Hatarozzuk meg p, f, z értékét. 7 pont

Megoldas. A feladat feltételei alapjan:

p+f+z=20 (1)
p__pr_1

20+f 20 25 @
So_ S 1 3) 2 pont

20—p 20 16

A (2)-es egyenlet alapjan:

p p 1 pf _4
ES = e = — 4 1 t
20 20+f 25 204/ 5 4 Tpon
A (3)-as egyenlet figyelembevételével:
f f_1 pf 5
0—p 20 16 20—p 4 (5) 1pon
A (4), (5)-0s egyenléségek megfeleld oldalainak elosztasaval:
20—p 16 180 —25p
= e = 1 t
w0rr 257 16 pon
f-et az (5)-0s egyenletbe helyettesitve:
180p —25p> 5 )
—_— = &= p"—8p+16=0 1 t
1620—p) 4P oPT pon
A kapott masodfoku egyenletet megoldva:
180 —25
p=4  f=—F=5 & 1=20—p—f=1L
A kapott szamok teljesitik a feladat feltételeit, tehdt a dobozban eredetileg 4 piros, 5 fehér és
11 zold goly6 volt. 1 pont
Osszesen: 7 pont



3. Egy falu 2020 lakéjardl tudjuk, hogy barmely harom embert valasztva koziiliik, ebbdl a harom-
bol van kettd, akik egymds kozott szoktak telefonon ilizenetet valtani. Egy hirt szeretnénk ennek
a 2020 embernek eljuttatni. Igazoljuk, hogy ki lehet jelolni két embert a falubdl gy, hogy nekik
elmondjuk a hirt, és 6k ketten 2018 {izenettel az 6sszes tobbi emberhez eljuttatjdk! 7 pont

Megoldas. Vegyiink egy tetszdleges lakot, hivjuk Bélanak.

Nézziik Béla 0sszes izendtarsat. Ha 2019 iizendtarsa van, akkor csak Bélanak kell a hirt elmon-
dani és még egy tetszdleges embernek. Ilyenkor Béla kiild 2018 iizenetet, a masik kivalasztott

nem kiild egyet sem. 2 pont
Ha Béla nem iizen mindenkinek, akkor tekintsiink egy olyan embert, akinek Béla nem iizen.
Legyen 6 Gergd. 1 pont
Gerg6 mar iizen az 6sszes tobbi embernek. Hiszen ha Gergd példaul nem iizenne Katanak, akkor
a Béla, Gergd, Kata harmasban nem lenne tizenetvaltds. 3 pont
Tehat Bélanak és Gergdnek kell a hirt elmondani, és 6k ketten Osszesen2018 iizenettel tovabb-
adjak a tobbi lakosnak. 1 pont
Osszesen: 7 pont

4. Egy derékszogli haromszog oldalai egész szamok, és a teriilet mérdszdma kétszerese a keriilet
mérészamanak. Mekkorak az oldalak? 7 pont

Megoldas. Jeloljiik a befogdkat a-val és b-vel, az atfogét c-vel.
A feltétel szerint:

1
Eab:2(a+b+c). 1 pont
Ebbdl c-t kifejezve és négyzetre emelve
1
c= Zab —a—>b,
= iazb2 +a*+ b — 1c12b — 1czbz +2ab 1 pont
16 2 2 '
Pitagorasz tételét felhaszndlva:
a’b* — 8a*b — 8ab® +32ab = 0. 1 pont
Mivel ab # 0, ezzel egyszeriisitve és mindkét oldalhoz 32-t adva
ab—8a—8b+64 =32. 1 pont
A bal oldalt szorzatta alakitva:
(a—8)(b—8)=232. 1 pont
32-t kell két egész szam szorzataként felirni. Ez a sorrendtdl eltekintve hatféleképpen lehetséges:
(32-1,16-2,8-4,(—8)-(—4), (—16) - (=2), (—32) - (—1). 1 pont
Az utolsé harom eset nem felel meg a feladat feltételeinek, ezért az oldalakra harom megoldas
adddik: 40, 9 és 41, 24, 10 és 26, 16, 12 és 20. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Ha valaki probélgatassal megtaldlja az 6sszes megoldast, de nem bizonyitja, hogy



tobb nincs, legfeljebb 2 pontot kaphat.

. Az ABCD paralelogramma A cstcsnél 1évG szoge 60°. Az AB D F C
€s CD oldalak felezGpontjai koré egymast és egy-egy szom-
szédos oldalt érintd 3 egység sugaru félkoroket rajzoltunk az
abran lathat6 médon. Mekkora az dbran berajzolt, a két kort
€s az oldalt érintd kis kor sugara, illetve mekkordk a parale-
logramma oldalai? . 7 pont
A E B
Megoldas.
A E B
Mivel a két kor érintkezési pontja rajta van az EF kdzépvonalon, 1 pont
igy a paralelogramma ezzel parhuzamos oldalai, BC = DA = 6 egység hosszuak, 1 pont
a masik két oldaldnak hossza az AT E derékszogli haromszogre felirt Pitagorasz-tételbdl adddik:
AB=CD =43 egység. 1 pont
A kis kor sugarat x-szel jelolve, kihasznélva, hogy az érintkez6 korok érintési pontja rajta van a
centralison, 1 pont
a Pitagorasz-tételt felirva a HSF derékszogl haromszogre:
(3+x)? =32+ (3—x)? 2 pont
3
A keresett kis kor sugara x = 7 1 pont
Osszesen: 7 pont



