Megoldasok és javitasi atmutato
1. Legyen H a 2022 elemdi H = {1;2;3;...;2022} halmaz. Legyen tovdbbd Ay, A, ..., Ao
a H halmaz részhalmazainak egy olyan sorozata, hogy Ay CA; CA3 C ... C Ay C Ay CH.

— Azt mondjuk, hogy az A,Aj3,...,A2 halmaz-2022-es ,,Robert tipusii részhalmazsoro-
zat”, ha |A1| + |Az| 4+ |Az|+ ... + |A2022] < 2022,



— Mig azt mondjuk, hogy az A|,A», ..., A2 halmaz-2022-es ,,Gida tipusii részhalmazsoro-
zat”’, ha |A1| + ‘Az‘ + ’A3’ +...4+ |A2022‘ = 2022.

Melyikbdl van tobb, a H halmaz Rébert tipust, vagy Gida tipusu részhalmazsorozataib6l?
(Példaul az A| =A; = ... =A02 =0 Robert tipusd, mig az Aj =Ar = ... =Ax00 =0 és
A1 = Az = {1;2;3;...;1010; 1011} Gida tipusu részhalmazsorozat.)

1. megoldas. Altaldnosan n-elemi H,, = {1;2;3;...;n} halmazzal fogunk dolgozni.

El6szor szamoljuk meg kicsi n-kre a H, Gida tipust részhalmazsorozatait. Ha n = 1,2,3,4,5

1 3 5 7
ezek szdma rendre 1, 3, 10, 35 és 126, és ezek rendre megegyeznek (1), <2), (3), <4)

z

9 . . .
€s ( 5) -tel; innen a sejtésiink, hogy n elemi halmaz esetén a Gida tipusu részhalmazsorozatok

. (2n — 1)
szdma )
n

Ennek bizonyitdsa a kovetkez6képpen torténhet. Jelolje b; azt a szamot, ahdny Ay, As, ..., A,
halmazban az i € H, = {1;2;3;...;n} szdm el6fordul. Mivel Ay CAy CA3C...CA,_1 CA,,
ezért ha b; # 0, akkor az i szim pontosan az utolsé b; halmazban (A, |_p,-t8l A,-ig) fordul
el6. Emiatt az Ay, Aj, ..., A, halmazrendszert egyértelmiien tudom kédolni a by, by, ..., b,
szamokkal. A definial¢ feltételek miatt minden i-re b; > 0€és by +br+...+ b, = n.

A megfeleld by, by, ..., b, szdm-n-esek szdmat megkaphatom az alabbi mddon is: vdlasszunk
osszesen 21 — 1 darab jelet, n darab ()-t és n — 1 darab |-t; és frjuk fel valamilyen sorrendben a
jeleket egymds utdn. by legyen a legelsé | elétti O jelek szdma (ez persze esetleg 0), b, legyen a
legutolsé (azaz (n — 1)-edik) | utani O jelek szdma (ez persze esetleg 0); tovabba b; (1 < i < n)
legyen az (i — 1)-edik és az i-edik | kozotti O) jelek szdma. Ez nyilvan egy kolcsonosen egyér-
telmi leképezés a megfeleld [, () sorozatok és a megfelels by, by, ..., b, szam-n-esek kozott,

2n—1 . .
igy ezek szdma ( ) és ezt akartuk bizonyitani.
n

2n—1
A ( " ) képlet bizonyitasdért
n

Ezutén lassuk a Rébert tipusu halmazsorozatok szdmat. Némi szdmolds utan azt lathatjuk, hogy

7 7z

ezek szdma is ( " ) . Ezt fogjuk (az el6z6h6z nagyon hasonléan) bizonyitani.

Jeldlje ¢; azt a szdmot, ahdny Ay, As, ..., A, halmazban az i € H, = {1;2;3;...;n} szdm el&for-
dul. Az el6z6 ponthoz hasonl6éan az A1,A3, ..., A, halmazrendszert egyértelmtien tudom kédolni
acp, ¢, ..., ¢, szamokkal. A definidl6 feltételek miatt minden i-re ¢; > 0 és ¢y +co+ ...+
+ ¢y <n—1 < n. Vezessiik be tovdbba a ¢, =n—1— (¢ +¢c2+ ...+ ¢,) ,,mennyiséget”.

Nyilvan 0 < ¢,41 < n szintén, és ¢, adott ¢, c2, ..., ¢, esetén ,,egyértelmien kédolt™.

A megfeleld ¢y, ¢, ..., ¢y, cpt1 szdm-(n+ 1)-esek szamdt megkaphatom az aldbbi médon is:
vélasszunk Osszesen 2n — 1 darab jelet, n — 1 darab (-t és n darab |-t; és frjuk fel valamilyen
sorrendben a jeleket egymds utdn. c; legyen a legels6 | elétti O jelek szdma (ez persze esetleg
0), cny 1 legyen a legutolsé (azaz n-edik) | utdni O jelek szdma (ez persze esetleg 0); tovabba
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c; (1 <i<n)legyen az (i — 1)-edik és az i-edik | kozotti O) jelek szdma. Ez nyilvan egy kol-
csonosen egyértelmii leképezés a megfelels |, () sorozatok és a megfelelS c1,ca,...,Cn,Cnil
2n—1

szdm-(n+ 1)-esek kozott, igy ezek szdma ( ) .

n
Egy megfelel6 ¢y, ¢, ..., ¢y, Cpt1 SZam-(n+ 1)-esbol pedig tigy kapom meg a megfeleld ¢y, ¢3,
..., €y szam-n-est, hogy egyszertien ,.,elhagyom” az utolso ¢, tagot. Mivel ¢, adott ¢y, 3, . . .,
¢, esetén egyértelmiien meghatdrozott volt, ezért itt is kolcsondsen egyértelmi leképezés van a

2n—1
megfeleld szam-(n + 1)-esek és a megfelel szam-n-esek kozott, azaz ezek szdma is < ) .
n

De ezzel megvagyunk, mert akkor adott n esetén H,, Robert tipust halmazrendszereinek a szdma
. (2n—1
is .

n

A Robert részhalmazsorozatoknal a (

) képlet bizonyitasaért

Azaz a H halmaz Rébert tipusu €s Gida tipust részhalmazsorozatai ugyanannyian vannak.

Osszesen:

2. megoldas. Itt is dltaldnosan n-elemt H,, = {1;2;3;...;n} halmazzal fogunk dolgozni, és itt
is el6szor a Gida tipusud részhalmazsorozatok szamat adjuk meg.

A fent leirtak alapjdn ez a feladat pontosan ugyanaz, mint ha az n-elemt {1;2;3;...;n} halmaz
elemeibdl képeznénk n-elemi multihalmazokat (azaz olyan halmazokat, amelyekben egy egy
elem tobbszor is el6fordulhat), ugyanis ha b; a multihalmazban az 1 <i < n elem ,,ismétlodésé-
nek a szdma”, akkor — a fentiek szerint — éppen az utolsé b; darab A; halmaznak az eleme az i
(An+lfb[‘t61 An'ig)-

A megfeleld multihalmazok szdma (n elem n-edosztdlyt ismétléses kombindcidi — kozismert

1 n—1
képlet) pedig ("+” > - ( " )
n n

Hasonldan az olyan Rébert tipusi halmazrendszerek szama, ahol |A|+ |Az| + |A3]| +...+ A, =
k < n (azaz éppen k-elemd a ,,multihalmaz”, vagyis n elem k-adosztalytd ismétléses kombinacioi)

. (n+k—1 n+k—1
pedig = .
k n—1

Ezeket kell 6sszesiteni minden 0 < k < n-re; az 6sszes Robert tipusd halmazrendszerek szdma

0—-1 1-1 2—-1 —-1)—1
tehdt (n+ )+ <n+ )+ (n+ )—i—...—l— (n+ (n=1) ) ez pedig a binomialis

n—1 n—1 n—1 n—1

2n—1
egyiitthatok korében ismert Osszefiiggés (,,zokni-szabdly”) alapjan éppen ( " )
n

Azaz a H halmaz Rébert tipusu €s Gida tipust részhalmazsorozatai ugyanannyian vannak.

Osszesen:
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2. Egy ABC hegyesszogl haromszog koréirt korének kozéppontja O, a BC oldalhoz tartozé magas-
sag talppontja D. A haromszog koréirt korének sugara egyenld a BC oldalhoz hozzéirt korének
sugardval. Az A-bdl induld belsé szogfelezd a koréirt kort E-ben metszi. Igazoljuk, hogy AE és
DO szakaszok metszéspontja a hdromszog beirt korének kozéppontja!

Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit. A

Mivel az A-bdl indulé szogfelezd felezi a BC ivet, a BC
oldal felezomerdlegese az E pontban metszi a haromszog
koré irhat6 kort.

Legyen DO és AE metszéspontja J. Bebizonyitjuk, hogy
BJ a haromszog B-nél levd szogének felezdje. Ezt ele-
gendd beldtni, hiszen AE a mdsik szogfelezd, ezért J a
két szogfelezd metszéspontja lesz, tehét a beirt kor ko-
zéppontja.

AD és OF parhuzamos, ezért ADJ és EOJ haromszogek
hasonldsdga miatt

A] AD m,; b+c—a E
JE OE L a4

—a

[

ahol 7' a haromszog teriiletét jeloli, s pedig a félkeriiletet. Itt kihasznéltuk, hogy a koréirt kor
sugara egyenld a BC oldalhoz hozzairt kor sugardval.

EbbSl AJ-a=JE -b+JE-c—JE-a,azaz (AJ+JE)-a=JE-(b+c).

Irjuk fel az ABEC hiirnégyszogben a Ptolemaiosz-tételt, hasznéljuk ki, hogy BE = EC:
(AJ+JE)-a=BE-b+EC-c=BE-(b+c).

Ezt az el6z6vel Osszehasonlitva BE = JE.

A BEJ egyenld szari haromszogben E-nél y van, ezért B-nél 90° — g, valamint CBE < szdg

% (itt kétszer hasznaltuk, hogy ugyanolyan hosszu ivekhez egyenld keriileti szogek tartoznak),

o
ahonnan JBC<t = 90° — %/ 5= g Azaz BJ szogfelezd, ezért J két belsd szogfelezd metszés-

pontja, tehat a beirt kor kozéppontja.

Osszesen:

3. Egy kor alaki futépélyan 15 robotaut6 koroz allandé sebességgel egy kozos irdnyba.

— Az els6 autd 1 perc alatt tesz meg egy teljes kort,

1
—a masodik auté — perc alatt tesz meg egy teljes kort,
1
— a harmadik aut6 3 perc alatt tesz meg egy teljes kort, .. .

1
— (4ltalaban az) i-edik aut6é — perc alatt tesz meg egy teljes kort, és végiil
i
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1
—a 15-6dik aut6 5 perc alatt tesz meg egy teljes kort.

Minden aut6rdl minden pillanatban eldonthetd, hogy melyik szektorban van.

3
A kor alaku palya 17 egyenld (azaz egyenként 7 -os kozépponti szogli) szektorra van felosztva.

Igazoljuk, hogy a robotautdk tetszéleges kezdeti elhelyezkedése esetén van olyan idépont, ami-
kor egyszerre hat kiilonb6z6 szektorban sincs egyetlen autd sem.

Megoldas.

Legyen az els6 aut6 sebessége 1 (egység). Ekkor a feltételek alapjan az i-edik autd sebessége
i. Tekintsiik a start (vagy ,,egy start”) idGpontot. Jelolje a; azt a szektort, amelyikben ebben a
kezdeti id6pontban tartézkodott az i-edik autd, és valasszuk z-nek azt az id6t, amennyi id6 alatt
az elsG aut6 pontosan egy szektornyi utat megtesz (azaz t = 1/17 perc).

Tekintsiik a 0 -¢ (ez a start id6pont), tovdabbd az 1-¢,2-¢,...,k-t,...,16 -t id6pontokat. A felté-
telek (és a bevezetett valtozok) alapjan az i-edik autd a k -t id6pontban (a tovdbbiakban csak ,,a
k-adik idSpontként” hivatkozunk rd) az a; +i-k (mod 17) szektorban van.

Jelentse azt a tovabbiakban, hogy az ,,i-edik és a j-edik (i # j) auté taldlkozik a k-adik idGpont-
ban”, hogy az i-edik és a j-edik aut6 a k-adik id6pontban egy szektorban van. Ez nyilvan azt
jelenti, hogy a;+i-k=aj+ j-k (mod 17).

A kongruencidt rendezve azt kapjuk, hogy ez pontosan azt jelenti, hogy a; —a; = k- (j — i)
(mod 17). Mivel 17 prim, és tetszSleges 1 < i # j = 15iés j par esetén a 17 és (j — i) relativ
primek, ezért (k-t tekintve ismeretlennek) az a; +i-k =a;+ j-k (mod 17) kongruencidnak
pontosan egy megolddsa vana k =0,1,...,16 szdmok kozatt.

Azaz az autoknak (minden auté minden mdésikkal pontosan egyszer taldlkozik) Osszesen

15-14
———F =105
2

105
taldlkozo6juk van a megfeleld 17 idSpont alatt. Mivel — ~ 6,18 > 6, emiatt — a skatulyaelv

szerint — van olyan k id&pont, amikor legalabb 7 darab taldlkoz6 van. Tekintsiik az egyik ilyen k&
id6pontot.

Indirekt tegyiik fel, hogy ebben a k id6pontban legfeljebb 5 iires szektor van. Ha minden au-
té kiilon szektorban lenne (0 darab talalkozdval), akkor Gsszesen 2 iires szektor lenne; ennek
feleltessiik meg az (1;1;1;...;1;1;0;0) ,,rendezett szektorsorozatot”. Mivel legfeljebb 5 iires
szektor van, ezért a (1;1;1;...;1;1;0;0) rendezett sorozatbdl legfeljebb az utolsé 3 darab 1-est
helyezhetjiik at, azaz a lehetséges pontosan 5 tires szektoros esetek ,,rendezett szektorsorozatai™:
(4;1;1;...51;1;0;0;0,0;0), (3;2;1;...;1;1;0;0,0;0;0) és (2;2;2;1;...;1;1;0;0;0;0;0). Néz-
ziik meg, hogy ezek az esetek hany taldlkoz6t jelentenek:

4
- A (4;1;1;...51;1;0;0,0;0;0) 6sszesen (2) = 6 < 7 talalkozdt jelent;

3 2
-a(3;2;1;...;1;1;0;0;0;0;0) 6sszesen (2) + <

2) =341 =4 <7 taldlkoz6t jelent; és
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2
—a(2;2;2;1;...51;1;0;0;0;0;0) 6sszesen 3 - <2> = 3 < 7 taldlkozét jelent.

Ezek mindegyike kevesebb, mint 7 talalkoz6t jelent. Nyilvdnvalé médon, ha 6tnél még kevesebb
szektor lenne iires, akkor sem lehetne 7, vagy anndl tobb taldlkozé. 1 pont

Mivel 6t iires szektor esetén nem johet létre a megfeleld k-adik idopontban 7 darab taldlkozd,
ezért a k-adik id6pontban legaldbb 6 darab iires szektor van. Ezzel az allitast bebizonyitottuk. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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