Megoldasok és javitasi atmutato

1. Adjuk meg azokat a p, g pozitiv primszdmokat és n pozitiv egészt, amelyekre

1= (p*+1)(?+1). 10 pont

Megoldas. Ha p és ¢ is paratlan primek, akkor pP+1ésq®+1is paros, ezért a szorzatuk 4-gyel
oszthato. 1 pont

Ahhoz, hogy az egyenldség valamilyen n pozitiv egészre fennélljon, n sziikségképpen parat-
lan kell, hogy legyen. Ha n = 2k — 1 alaki valamilyen k pozitiv egész szdmra, akkor n> + 1 =
— 4k> — 4k +2, vagyis az n?+ 1 alakd szam 4-gyel osztva 2 maradékot ad, azaz nem lehet 4-gyel
oszthatd. 1 pont

A p és g primek koziil tehat legaldbb az egyik péros.
Ha p =g =2, akkor n*+1=25 , amibdl n értéke nem egész szam, hiszen a 24 nem négyzetszdm. 1 pont

Tehat a p és g primek koziil pontosan az egyik paros, az egyenlet szimmetridja miatt feltehetd,

hogy p =2,1igy q > 3. 1 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy 41 > 50, tehatn > 7. 1 pont
Az n? +1=5(¢* + 1) egyenletet rendezve n> — 4 = 5¢%, vagyis (n —2)(n+2) = 5¢°. 1 pont

Az n—2 és n+ 2 tényezdk lehetséges értékeit az 5¢* szorzat sszes lehetséges felbontdsa (az
egészek korében) adja. Figyelembe véve, hogy 5 <n—2 <n+2, az n—2 kifejezésre a kdvetkezd

lehetdségek adédnak: n —2 =5, illetve n —2 = q. 1 pont
Han—2=5, akkorn+2 =9, a 45 = 5q2 egyenletbdl ¢ = 3 pdratlan prim, ez megolddsa a

feladatnak. 1 pont
Han—2 =g, akkorazn+2 = g+ 4 = 5q egyenletb6l ¢ = 1 nem prim. 1 pont

Tehata p =2, g = 3, n =7 szamharmas, valamint a p és g értékének felcserélésével nyert p = 3,
q = 2, n =7 szamharmas adjdk az egyenlet 0sszes megold4sat: 7?2 4+1=750=5-10 valéban
fennall. 1 pont

Osszesen: 10 pont
Az utols6 8 pontra:

A p és g primek koziil tehat legalabb az egyik péros.



Ekkor n? + 1 = 5(¢> + 1), ahonnan n® — 4 = 5¢°, vagyis (n —2)(n+2) = 5¢°.

Az n—2 és n+ 2 tényezdk lehetséges értékeit az 5q2 szorzat 0sszes lehetséges felbontdsa (az
egészek korében) adja. Figyelembe véve, hogy —1 <n—2 <n+2, az n —2 kifejezésre a kbvet-
kez0 lehetdségek adédnak: n —2 = —1; 15 5; ¢; q.

Han—2=—1, akkor n+2 =3, a 3 = —5¢> egyenletbdl ¢ nem valGs.
Han—2=1,akkorn+2=>5,az 5 = 5¢° egyenletbdl g = 1 nem prim.
Han—2=5,akkorn+2=9,a9 = q2 egyenletbdl g = 3 prim, ez megolddsa a feladatnak.
Han—-2=gq,akkorn+2 =q+4, aqg+4 = 5q egyenletb6l ¢ = 1 nem prim.

Végill han—2 = qz, akkorn+2 = q2 +4,a q2 +4 =5 egyenletbdl g = 1 nem prim.

Tehata p =2, g = 3, n =7 szdamharmas, valamint a p és g értékének felcserélésével nyert p = 3,
q = 2, n =7 szamhdarmas adjdk az egyenlet 0sszes megolddsat: 72 +1=750=5-10 valéban
fennall.

. Egy vacsorédn a hdzigazdan kiviil 2n személy vesz részt (n pozitiv egész szam). A hdzigazda a
vacsora végén megkérdezi minden vendégtdl, hogy hany emberrel koccintott a jelenlévok koziil.
Mindenki kiilonboz6 valaszt ad. Hiany vendéggel koccintott a hdzigazda?

Megoldas. A lehetséges vélaszok, amit a hazigazda kaphatott: 0, 1, 2, 3, ..., 2n.

Ezek koziil a 0 és 2n nem szerepelhet egyszerre, hiszen ha volt valaki, aki senkivel sem koccin-
tott, akkor nem lehetett olyan személy, aki mindenkivel koccintott.

fgy tehdt a 2n kiilonboz6 valasz 0, 1, 2, 3,..., 2n— 1 vagy 1, 2, 3, 4,..., 2n lehetett. Vizsgéljuk
meg mindkét esetet!

1. eset: A valaszok 0, 1,2, 3,...,2n—1. Legyenek a vilaszadok rendre Ao, A1, A2, A3, ..., A2y—1.

Ao senkivel sem koccintott. Ay, Ap-n kiviil mindenkivel koccintott. ,,Vegyiik ki” Ag-t, Az,—1-
et és a mar ismert koccintdsokat: ekkor az marad, hogy A; 0, Ay 1, ..., As,—2> 2n — 3 emberrel
koccintott. Most pontosan ugyanazt mondhatjuk el A;-r6l és Aj,_2-r6l, mint az el6bb Ap-rdl
€s Ap,—1-10l, azaz, hogy Aj,_, mindenkivel koccintott Aj-en (és Ag-n kiviil) és A; (Az,—1-en
kiviil) senkivel sem koccintott. Eljarasunkat folytatva eljutunk oda, hogy mar csak A, | és A,
koccintésait kell vizsgalnunk: A, 0, A, 1 személlyel koccintott a megmarad6 emberek koziil.
Ez utébbi csak a hdzigazda lehetett, azaz 6 Osszesen n személlyel koccintott: A,, A,11, ...,
Aoy 1-gyel.

2. eset: A vélaszok 1, 2, 3,..., 2n. Legyenek a vdlaszadok rendre Ay, As, Az, ..., Aoy,

Aj, mindenkivel koccintott. A; egyetlen koccintdsa tehat vele tortént. ,,Vegyiik ki” A{-t, Ay,-et,
€s a mar ismert koccintdsokat: ekkor az marad, hogy A, 1, A 2, ..., Ay,—1 2n — 1 emberrel
koccintott. Most pontosan ugyanazt mondhatjuk el A>-r6l és Aj,—1-r6l, mint az el6bb A;-r6l
€s Ay,-10l, azaz, hogy Aj,_1 mindenkivel koccintott (A;-en kiviil) és A, csak Aj,_1-gyel (és
As,-nel) koccintott. Eljarasunkat folytatva eljutunk oda, hogy mar csak A, és A, ;| koccintdsait
kell vizsgalnunk: A, 1, A, 2 személlyel koccintott a megmarad6 emberek koziil. Ez csak ugy
lehet, hogy A, csak A, 11-gyel, A,+1 vele és a hdzigazdaval koccintott. A hdzigazda igy 6sszesen
osszesen n személlyel koccintott: A, 11, ..., Ay,-nel.

1 pont

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont
1 pont
1 pont

1 pont

10 pont

1 pont

1 pont

1 pont

3 pont

3 pont



Mindkét esetben ugyanazt kaptuk, tehét a hazigazda biztosan n emberrel koccintott.
Osszesen:

Megjegyzések. 1. Az utols6 pont csak akkor jar, ha mindkét esetet vizsgdlta. 2. Ha a versenyzo
egy konkrét n érték esetén helyesen leirja a fenti gondolatmenetet, de nem &ltalanosit, akkor
legfeljebb 4 pontot kaphat.

. A hegyesszogli ABC haromszoégben a BC oldal felezGpontja F', a B csicshoz tartozo belsd szog-
felez6 az E pontban metszi a CA oldalt, a C csucshoz tartoz6 magassag talppontja D. Az igy
kapott DEF haromszog minden oldala 5 egység hosszisigu. Mekkora az ABC haromszog terii-
letének pontos értéke?

Megoldas. Készitsiink abrat! Jeloljiikk a DEF szabalyos haromszog oldalait x-szel, az ABC<(-et
B-val.

Beldtjuk, hogy ha a DEF haromszog szabalyos, akkor az ABC hdromszog is szabalyos.

A BCD derékszogli haromszogben a Thalész-tétel megforditdsa alapjan a koriilirt kor kozép-
pontja a BC oldal F felezGpontja, FB = FC = DF = x, azaz BC =2x.

Mivel FE = x, F a BCE haromszog koriilirt korének is a kozéppontja. Tehat ez a hdromszog a
Thalész-tétel értelmében derékszogt, azaz CEB<t = 90°.

Mivel BE felezi az ABC<t-et, ezért CEBA = AEB/\ (a BE oldal ko6z0s, és a rajta fekvd két szog

_h
2 b
Az egybevigosag alapjan E felezGpontja a CA oldalnak és BA = BC = 2x.

90° — nagysdga is megegyezik).

A CAD derékszogli haromszogben a Thalész-tétel megforditdsa alapjan a koriilirt kor kozép-
pontja a CA oldal E felezGpontja, EC = EA = ED = x, azaz CA = 2x.

Osszegezve kordbbi megillapitdsainkat AB = BC = CA = 2x, azaz az ABC hiaromszog szabdlyos.

V3

Az ABC szabélyos hdromszog oldala tehat 2x = 10 egység, igy teriilete: T = e 10% = 25/3 te-
riilletegység.
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