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Haladok II1. kategoéria 1. fordul6
Megoldasok és javitasi atmutato

!
1. Jelolje a, az % tort tovabb nem egyszertsithetd alakjdban a nevez6 értékét. Példaul a5 = 4, mert
5! 1-2-3-4.5 120 15

25 32 32 4
Tekintsiik az ay, as, as, ..., a2 Szamokat.

a) Mennyi ezen 2022 darab szdm minimuma, és ez a minimum hanyszor szerepel a 2022 szam
kozott?
b) Mennyi ezen 2022 darab szdm maximuma, és ez a maximum hdnyszor szerepel a 2022 szam
kozott? 7 pont

n|1/2/3/4,/5|/6|7|8|9]10]|11
ap | 212141244824 ] 4|8

Megoldas. Szamitsuk ki az elsé néhany a,,-t:

Vegyiik észre, hogy n > 1-t6] kezdve a,-re teljesiil a kdvetkezd rekurziv Osszefiiggés:

azy = Ay,
1 pont
a1 = 2ay.

Ezt fogjuk igazolni. Amint latszik a tablazatbdl, a; = 2-bdl indulva ,kicsi” n-ekre az, és az,+1
értékét helyesen megadja a rekurziv képlet. Nézziik ,,altalanosan” (a képletekben
Cn—1)"'=1-3-5-...-(2n—1) é (2n)!'=2-4-6-...-(2n)
a ,,szemifaktorok™, és nyilvédn a (2n — 1)!! szemifaktor paratlan szam):
(2n)!  (1-3-...-(2n—1))(2:4-...-(2n)) (2n—1)!1 (2n)N

22n on.on on on
2n— 1)1l 2".p! n!
:( 2”) " om :(Zn—l)!!-ﬁzmzzn:an,
és
(2n—|—1)!_(1-3-...-(2n+1))(2-4-...-(2n))_(2n+1)!!.(2n)!!
22n+1 on+1.9n o on+1 on
(2n+1)!! 2" . pnl

n!
= 2n+1 . o :(2n—|—1)”W:>a2n+1:2an

Ezzel a rekurziv képlet helyességét igazoltuk. 1 pont




Legyenek most m; < my < ... < my kiillonbozé nemnegativ egész kitevok, és legyen
n=2" 42" 4 42" (azaz irjuk fel n bindris alakjit)! Az el6z6 rekurziv 6sszefiiggés miatt
ekkor nyilvén a, = 2¥, hiszen a; = 2, és az [n/2] szdm bindris alakjénak a végére 0-t téve (a szdm
péros lesz) nem véltozik a, értéke, mig az [n/2] szdm bindris alakjdnak a végére 1-t téve (a szdm
paratlan lesz) a,, értéke kétszerezddik.

Azaz a, megegyezik 2X-nal (ahol k az n szam bindris alakjiban az 1-esek szama).

Minimum: a, ketténél kisebb nyilvdn nem lehet, és a, = 2 pontosan a kett6-hatvanyok esetén
igaz (ezek bindris alakjdban van egyetlen darab 1-es).

Azaz a, = 2 a minimum, és ez pontosan n = 1 = 20; 2; 4; 8; 16; 32; 64; 128; 256; 512 és
n = 1024 = 2'0 esetén teljesiil, azaz 11 darab minimumhely van.

Maximum: mivel 2023 bindrisan 11-jegy( szdm, de 2047 = 11111111111, mdr nincs a vizsgélt
szamok kozott, 1 €s 2023 kozott legfeljebb 10 darab 1-es lehet az n egész szam bindris alakjaban,
azaz a, = 210 = 1024 a sorozat maximuma.

Vizsgéljuk el8szor, hogy a, = 1024 (maximum) hény helyen fordul el az 1023 és 2046 kozotti
szamok kozott. Ezeket a szamokat mind 11-jegy( bindris szdmnak tekintve (ez csak 1023 esetén
Hkiterjesztés” az 1023-at 01111111111,-ként felirva) az egyetlen 0-s szamjegy a bindris alakban
11 helyre tehetd, ezek kozul 11111111110, = 2046; 11111111101, =2045; 11111111011, =
=2043; 11111110111, =2039; 11111101111, = 2031 tdl nagyok, és 11111011111, =2015a
legnagyobb megfeleld.

Azaz Osszesen 6 helyen veszi fel a, a maximalis 1024 értéket.

Osszesen:

. Andor rendszeresen kerékparozik. Egy alkalommal, amikor hazaér a biciklizésbdl, testvére, Ben-
deguz kérdezi t6le, hogy mekkora tavot tekert. Andor igy felel: ,,Te j6 vagy matekbdl, probald
meg kitaldlni. Azt elarulom, hogy Osszesen 2 6ra 24 percet bicikliztem, valamekkora tdv utan
visszafordultam, és ugyanazon az uton jottem haza, amelyiken odafelé mentem. Lejtdn lefelé

km km
45 o emelkedon felfelé 15 S sebességgel haladtam.”

Bendeguz: ,,Gondolom, vizszintes része is volt az utnak.”
Andor: ,,Volt, persze.”

Bendeguz: ,,Akkor ennyi adatb6l még nem tudom megmondani, hogy mekkora tavot teljesitet-
tél.”

Andor erre ezt mondja: ,,Ha azt is megmondandm, hogy vizszintes uton mekkora sebességgel
haladtam, akkor mér egyértelmiien tudnal vdlaszolni, de ezt nem mondom meg.”

Bendegiiz némi szdmolds utdn igy sz6lt: ,Mdr tudom a valaszt.” Es valéban meg tudta mondani,
hogy Andor hany kilométert biciklizett. Mi volt Bendeguz vélasza?

1. megoldas. Az Andor altal megtett Gt legyen s. Jeloljiik rendre x-szel, y-nal €s z-vel azt, hogy
hany kilométer utat tett meg odafelé lejtén, vizszintesen, illetve emelkedon.

Ekkor s =2(x+y+2z) =2x+2y+2z.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont

7 pont



Jeloljiik v-vel azt, hogy mekkora (hdny km/h) sebességgel ment vizszintesen.

Ekkor az tt odafalé —— + Y + =z ordig tartott, visszafelé pedig il + Y + < oréig.

45 v 15 15 v 45
A kett6 egyiitt 2,4, azaz :—5 + % + % + 1x_5 + % + % =24
dx+4z 2
x45Z %_2’4
2x:g2z+%_1’2
%+y<1—%):12

4
Innen s = 54 — <—5 —2) y.
v

Tehat az Andor 4ltal megtett ut y-tol (ami nem 0) €s v-t6l fiigg. Ha v ismeretében s értéke mar
egyértelmiien megmondhatd, akkor ez csak ugy lehetséges, hogy az y szorzétényezdje nulla,

45
azaz (— — 2) =0,
v

innen v =225, és s = 54.

Tehat 54 km-t biciklizett Andor.

2. megoldas. A megtett Ut a menetidé és az atlagsebesség szorzata. A menetidé adott, ezért
Bendeguznak a teljes utra vonatkozo dtlagsebességet kell kitaldlni.

Ha eltekintiink a vizszintes ttszakaszt6l, és kiszamitjuk az emelkedds és a lejtds részeken tor-

2x+2 2x+2
ténd mozgds atlagsebességét, akkor — Zx-l— xZ — = 4x+ - 22.5-et kapunk. (15 és 45
sttt Az
45 15 15 ' 45 45

harmonikus kozepe.)

Ha a vizszintes utszakaszon mért sebesség ettdl eltérd lenne, akkor az egész tdvra vonatkozd
atlagsebesség fiiggene attol, hogy a teljes tdvnak mekkora része a vizszintes rész. Erre azonban
nincs utalds a feladat szovegében. Mivel a vélasz ett6l az informéci6tdl fiiggetleniil is megadhatd,
feltéve, hogy a vizszintes Utszakaszon mért sebességet ismerjiik, ez csak ugy lehetséges, hogy a

k
vizszintes utszakaszon is 22,5 Tm volt a sebessége.
Tehdt a teljes tav 22,5-2,4 = 54 km.

Osszesen:

1 pont

1 pont

1 pont

3 pont

1 pont

1 pont

2 pont

3 pont

1 pont

7 pont



3. Hatdrozzuk meg azokat a nemnegativ egész szamokbdl 4ll6 (x;y) szdmparokat, amelyekre
(xy —7)* = x>+~ 7 pont

Megoldas.
(=7 =2+
x*y? — 14xy +49 = x> +y?

x?y? — 12xy+ 36413 = x> + 2xy +° 1 pont

(xy—6)2+13 = (x+y)? 1 pont
(xy—6)* — (x+y)? = —13

[(y—6)— (x+y)] [(xy—6) + (x+y)] =—13 1 pont

Figyelembe véve, hogy a bal oldali szorzat elsd tényezGje nem nagyobb, mint a masodik, ezért
a lehetséges esetek:

a) (xy—6)—(x+y)=—18és (xy—6)+ (x+y) =13.
EbbSl xy — (x+y) =5 és xy+ (x+y) = 19 ad6dik, amibdl xy = 12 és x+y =17.
A kapott megoldasok: x; =4, y; =3¢ésxp =3, y, =4.
b) (xy—6)—(x+y)=—13és (xy—6)+ (x+y) = 1.
Ebbdl xy — (x+y) = —7 és xy+ (x+y) = 7 ad6dik, amib6l xy =0ésx+y=7.

A kapott megolddsok: x3 =7, y3 =08s x4 =0, y4 = 7. 3 pont
A kapott (x;y) szamparok kielégitik az egyenletet, igy a megolddsok:

M:{(x;y) | (4;3),(3;4),(7;0),(0;7)}. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A 3 pont elosztasa: 1 pont jar a szorzatta bontas helyes eseteinek megallapitasaért,
tovabbi 1-1 pont ezek megoldasaért.



4. Egy szabalyos haromszog minden oldaldt n egyenld részre osztjuk, majd az osztidspontokon
at a megfeleld oldalakkal parhuzamosakat hizva felosztjuk a haromszogiinket n? darab kisebb
szabdlyos haromszogre.

Ezek utin a kisebb haromszogek koziil néhanynak megrajzoljuk az egyik sulyvonalat arra fi-
gyelve, hogy egyetlen suilyvonalnak se legyen semelyik mésik sdlyvonallal k6zos (vég)pontja.
Példéul az alabbi dbrdn n = 3 esetén mind a kilenc kisebb hdaromszog egy-egy sulyvonaldt meg-
rajzoltuk.

Jelolje s(n) azt alegnagyobb szamot, amennyi silyvonal szabélyosan berajzolhaté adott n esetén.

(A lenti dbra alapjédn s(3) = 9 példaul.)

Adjuk meg s(n) értékét minden n-re. 7 pont

Megoldas. A vilasz: n = 1; 2; 3 esetén nyilvan rendre 1, 4 és 9, azaz s(n) = n’. (Ekkor a
,,megolddsok™ a fenti dbrardl leolvashatdak.) 1 pont

1 2
Azt fogjuk megmutatni, hogy s, < %

(Ez csak n > 4 esetén ,,korlatoz”, mivel n = 1,2, 3 esetén n2, azaz rendre 1,4 és 9 kisebb, mint
(n+1)(n+2)
2
Tekintsiik a mellékelt abrat! /

, azaz rendre 3,6 és 10.)

Adott n esetén az n’> kis haromszognek Osszesen

1 2 \
% — az 4bran karikaval jelolt — csucsa

van (ez n = 1; 2; 3 esetén tobb, mint nz), és nyilvan
minden csucsra legfeljebb egy stilyvonal illeszthe-
t6. Emiatt

(n+1)(n+2)

s(n) < 5

valéban.




z

Masfeldl a fenti, ,.trividlisan folytathaté” 4dbra mutatja, hogy n > 3 esetén megadhatdak ugy
a sulyvonalak, hogy barmely csticsra pontosan egy sulyvonal illeszkedjen. Minden 1épésben
az el6z6 n-re adott megoldast bdvitjiik tovabb ugy, hogy alulra felvesziink egy 1j sort, és az
alabb megadott mddon az itt keletkezett Gj haromszogek koziil a megfeleléekbe behizunk uj
sulyvonalakat.

A 4. sorba bekeriil egy, az dbran szaggatottan jelolt stlyvonal is, amelynek megfelel$ silyvonal
nagyobb n-ek esetén nem lesz, ez itt azért van, hogy a felette 1év0 sor egyetlen szabad cstcsara
is illeszkedjen sulyvonal.

A tovabbiakban a kovetkezd, n + 1-edik sorban pedig a kdvetkezdképpen jarunk el:
— a balrél nézve elsd kisebb haromszog bal alsé csticsat a jobb oldal felezGpontjival kotjiik 6ssze,

— a balrél masodik kisebb haromszog also csucsét a felsd oldal felezOpontjaval kotjiik 6ssze (ez
az egyetlen olyan hdromszog, amely olyan csuccsal/oldalfelezd ponttal van 6sszekotve, amely
a korabbi n* haromszog valamely csucsa/oldalfelezd pontja, de a felhasznélt oldalfelezd pont a
konstrukciébdl kovetkezben szabad),

— a balrdl 3-adik, 5-o6dik, 7-edik, ..., (2n+ 1)-edik (6sszesen n darab) kisebb haromszoégnek
pedig a jobb alsé csucsat a bal oldaldnak a felezdpontjaval kotjiik Ossze.

Igy a legalsé, (n+ 1)-edik szinten minden Gjabb csticsra (a szdmuk pontosan (14 2)) egy-egy
szabdlyosan behuzott silyvonalat rajzoltunk, és mivel az 4j dbran is igaz az, hogy minden csuicsra
(n+1)(n+2)

pontosan egy stlyvonal illeszkedik, ezzel igazoltuk, hogy az s(n) = >

Y (1 n+1)(n+2
megrajzolasa elérhetG, azaz s(n) > %
Tobbféle ,,jo konstrukcio” elképzelhetd, ennek a résznek a kifejtését — mivel meglehetdsen ,, tri-

vidlis” — nem sziikséges ennyire precizen leirni.

sulyvonal

Az eddigieket 6sszevetve adddik a vélasz: s(n) valéban

s(n) = min (nz; W) vagy s(n) = (n+1)(n+2)

A vdlasz valamilyen formdban (esetszétvdlasztdssal)

Osszesen:

2 pont

1 pont

7 pont



5. Az ABCDE konvex 6tszogben EAB< = 60°, ABC<t = 100° és BCD< = 140°. Bizonyitsuk be,

2
hogy az 6tszog lefedhetd egy olyan korrel, amelynek sugara §DA hosszusagu.

Megoldas.

Az ABCDE konvex 6tszog B és C csticsandl lev kiilsé szoge rendre 80° és 40°. Ezek Gsszege
kisebb 180°-ndl, igy az AB és CD oldalegyenesek metszik egymadst. Jeloljiik a metszéspontjukat
P-vel.

Ekkor

BPC< = 180° — CBP<t — PCB<t = 180° — 80° — 40° = 60°.
Mivel az EAB< és az APD<{ 6sszege kisebb 180°-ndl, ezért az 6tsz6g CD és EA oldalegyenesei
is metszik egymast. Legyen ezek metszéspontja Q. Az APQ haromszogben az A és P csicsoknal
levd szogek 60°-osak, ezért a hdromszog szabélyos.

Ez a hdromszog tartalmazza az ABCDE 6tszoget, igy a hdromszog koriilirt kore lefedi az 6tszo-
get is.

Jeloljiikk az APQ hiromszog koriilirt korének a sugardt r-rel, a magassagét m-mel, az A csticshoz
tartoz6 magassag talppontjat 7'-vel. Ekkor
2m

r= = %AT < ZAD.
3 3

Ezzel az allitast belattuk.

Osszesen:

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

7 pont
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