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Haladok II. kategoria 2. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABC haromszoget az abra szerint feldaraboljuk 6t
egyenld teriiletd haromszogre. A keletkezett 6t kis harom-
sz0g azon oldalainak hossza, amelyek az ABC hiromszog
oldalaira esnek, egész szdmok. Legaldbb mekkora az ABC
haromszog kertiilete?

Megoldas. A feladat abrajat kiegészitettiik tovabbi jelolésekkel — hasznaljuk ezeket.

A hiromszog megfeleld oldalait a, b, c-vel jeldlve a kis haromszogek teriiletének egyenldsége
miatt, és mivel a CAP és CAB haromszogek AP-hez, illetve AB-hez tartoz6 magassdga megegyezik,

ezért x = c/5. 1 pont
Hasonléan a CPQ és a CPB hiaromszogekbodl e = a /4.

A QPR és a QPB haromszogekbdl y = T—g, igyz= ?—; és végiil a ORB és az SRB haromszdgekbdl

f=g= %‘1_ 2 pont
Mivel minden, betiivel jelolt hosszusag egész szam, ezért c-nek 15-tel, a-nak 8-cal oszthatonak

kell lennie. 1 pont
Ha ¢ =15 és a = 8, akkor b > 8 (a hdromszog-egyenlStlenség miatt). b = 8 esetén k = 31. 1 pont
Ez a minimum, mert

—ha ¢ > 15, akkor ¢ > 30 és igy k > 31, 1 pont
—ha pediga > 8, akkora > 2-8 ésigy k > 15+ 16 = 31. 1 pont

Azaz a keriilet minimuma 31, és ekkor a megfeleld (kis hdromszog) oldalak hossza: x =3,y =4,
7=28,e=2, f =g =73é&s b= 8 valdban egészek.

Osszesen: 7 pont



2. Egy matematika szakkorre hatan jarnak. Kardcsony el6tt elhatdrozzék, hogy megajandékozzak
egymast oly médon, hogy mindegyikiik nevét felirjdk egy céduléra, a neveket egy dobozba teszik,
majd sorban kihtiznak egy-egy nevet. Ha valaki a sajat nevét htizza, akkor a sorsoldst megismétlik.
Végiil mind a hatan kihiznak egy nevet, és senki nem a sajatjat. Az ajandékozast ugy bonyolitjak
le, hogy el6szor egyikiik odaadja az ajandékét annak, akit huazott, ezutdn az, aki kapta, szintén
odaadja az ajandékat annak, akit hazott, és igy tovabb. Ekkor két eset lehetséges:

(1) Az ajandékozést kezdd didk lesz a hatodik, aki megkapja a neki szant ajandékot, ekkor az
ajandékozasi lanc végigér, mindenki dtadta az ajandékat.

(2) Amikor az ajandékozast kezdd didk megkapja az ajdndékot, akkor lesz olyan, aki még nem
adott és nem is kapott ajandékot. Ezért az ajandékozas folyamatat valaki, aki még nem adott at
ajandékot, djra kezdi.

Az (1) vagy a (2) esemény bekovetkezésének nagyobb az esélye? 7 pont

1. megoldas. Legyenek a szakkorosok A, B, C, D, E és F. Az (1) eseményt modellezhetjiik ugy,
hogy a hat tanulét egy kerek asztal koré iiltetjiik, €s mindenki a t6le jobbra {il6t ajandékozza meg.
Tehat az (1) esemény annyiféleképpen valosulhat meg, ahdnyféle sorrendben a hat ember leiilhet
egy kerek asztal koré, ezeknek a sorrendeknek a szama pedig 5! = 120. 2 pont

A (2) esemény tobbféleképpen megvaldsulhat:

— (2a) Lehet, hogy kétszer is ujraindul az ajaindékozds, ez tigy lehet, hogy haromszor két 1épésben
lesz vége.

Ekkor a hat didk hdrom parba oszthatd, ugy, hogy az egy parban 1év6k egymadst huztik. Ez
annyiféleképpen lehetséges, ahdnyféleképpen a hat didkot harom parba lehet sorolni. Nézziik
azokat az eseteket, amikor A didk B-vel van parban. Ezek: AB, CD, EF vagy AB, CE, DF vagy
AB, CF, ED. Ez eddig harom lehetdség. Az A didk C-vel, D-vel, E-vel, F-fel is lehet egy parban,
ezért az Osszes lehetséges parositdsok szama 5 -3 = 15. 1 pont

Ha az ajdndékozds egyszer indul gjra, akkor ez két haromlépéses (2b) vagy egy négylépéses €s
egy kétlépéses (2c) szakaszbdl all.

— (2b) Ha kétszer hdrom 1épésben valosul meg, akkor a hat didk két hdrmas csoportra oszthaté, ez
tizféleképpen lehetséges. (Hatbol harmat huszféleképpen valaszthatunk ki, de ABC kivalasztasa
€s DEF kivalasztdsa ugyanazt a két csoportot eredményezi.)

Egy csoporton beliil kétféleképpen alakulhat az ajdndékozasi ldnc, ezért a (2b) esemény 10-2-2 =
= 40-féleképpen valésulhat meg. 2 pont

— (2c) Most a hat didk egy négyes €s egy kettes csoportra van osztva, ez 15-féleképpen lehetséges.
A kétf6s csoportban 1€vo két didk egyértelmii, hogy egymast hiizta, a négyf6s csoportban pedig
3! = 6-féleképpen alakulhat az ajandékozasi lanc. fgy a (2c) lehet6ség 15 - 6 = 90-féleképpen

valésulhat meg. 1 pont
Tehat a (2) esemény Osszesen 15 440+ 90 = 145-féleképpen kovetkezhet be, igy ennek nagyobb

a valdszintisége. 1 pont
Osszesen: 7 pont



2. megoldas. Legyenek a szakkorosok A, B, C, D, E és F. Az (1) eseményt modellezhetjiik ugy,
hogy a hat tanul6t egy kerek asztal koré iiltetjiik, és mindenki a t6le jobbra iil6t ajdndékozza meg.
Tehat a (1) esemény annyiféleképpen valésulhat meg, ahdnyféle sorrendben a hat ember leiilhet
egy kerek asztal koré, ezeknek a sorrendeknek a szdma pedig 5! = 120. 2 pont

A ,,j6” sorsoldsok szdma, azaz amelyeknél senki nem huizza a sajit nevét, szitaformuldval kozvet-
leniil kiszamithato:

Jelolje A; (i =1,2,3,4,5,6) azt a halmazt, amelybe azon esetek tartoznak, amikor az i-edik didk
onmagat hizza. A szitaformula alapjan

6 6 6 6 6
|A1 UAQUA3UA4UA5UA6| = (1) -5 — (2) 41+ (3) -31— (4) 214 (5) -11—1=1455.

299

Figyelembe véve, hogy a lehetséges sorsoldsok szama 6!, igy a ,,j6” sorsoldsok szdma, azaz
amelyeknél senki sem htizza a sajat nevét ‘A1 UA UA3UA4UA5UAg| =720 —455 = 265. 4 pont

Ebbdl a 265 esetbdl 120 az (1) esemény bekovetkezését jelenti, 265 — 120 = 145 pedig a (2)
eseményét, igy ez utdbbinak nagyobb az esélye. 1 pont

Osszesen: 7 pont

. Mely valés a szamok esetén van hdrom kiilonboz6 valds gydke az x° +a(l —a)x —a®> =0
egyenletnek? 7 pont

Megoldas. Az egyenlet bal oldalat szorzattd alakitjuk.

S ta(l—a)x—a* =x(x* —a®)+a(x—a) = (x—a) (x(x+a) +a) = (x—a)(x* + ax+a) 2 pont
Azaz az egyenletnek x = a gyoke. 1 pont

Vizsgaljuk az ()c2 + ax+ a) tényez6t! A megfeleld X 4ax+a=0 egyenlet megoldasait kisz4-

—a+ Va2 —4a

molva: xj = > 1 pont
Mivel harom kiilonbozd valos gyoke van az eredeti egyenletnek, ezért az X’ +ax+a=0 egyenlet
diszkriminénsa pozitiv, azaz a® —4a > 0, és innen adédik, hogy a < 0 vagy a > 4. 1 pont
Masfeldl a harom kiilonbozo valés gyokhoz kell még az is, hogy a masodfoku egyenlet gyokei is
N ok P —atva*—4a o >
kiilonbozzenek a-t6l (€s egymastol is). Ekkor > # a, és innen +v/ a* —4a # 3a,
1
majd a® — 4a # 9a?, és végiil 0 # 4a(2a+ 1), azaz a # 0, és a # — adédik. 1 pont
1
Az eredményeket 6sszefoglalva pontosan a € R\ [0;4] \ {_E} esetén van harom kiilonbozd
valés gyoke az egyenletnek. 1 pont
Osszesen: 7 pont



4. Legyen k > 3 tetszOleges paratlan szdm. Igazoljuk, hogy végtelen sokféleképpen jelolhetd ki
k darab egymast kovetd pozitiv egész szam oly mdédon, hogy ezek kobeinek 6sszege oszthatd
legyen 2024-gyel. 7 pont

Megoldas. Jeloljiik a k darab szam koziil a koz€psot n-nel, ekkor szomszédai n — 1 és n+ 1.
Ezek kobeinek dsszege (n— 1) +n® + (n+1)>. A két széls6 tag Ssszegét az ismert a° 4+ b =
= (a+D) (a2 —ab+ bz) azonossag alapjan szorzattd alakithatjuk gy, hogy az egyik tényezd 2n.
Emiatt a harom tag 6sszegébdl n kiemelhetd.

Részletesen:
=10+ +(n+1P =’ +(n—1+n+1)((n—1)> = (n—1)(n+1)+ (n+1)*) =
=n(n2+2(n2+3)) 3 pont
Ezutén tovabbi parokat képziink, az (n —2) + (n+2)%,a (n—3)> 4+ (n+3), ..., és dltaldban az
(n—m)> + (n+m)* 6sszegekbdl is kiemelhetd 2.
Részletesen:

(n—m)*+ (n4+m)® = 2n((n—m)2

- (n—m)(n+m)+(n+m)2) = 2n(n® +3m?). 1 pont
Azaz a teljes 0sszegbdl kiemelhetd n. A kiemelésnél a mésik tényezd egész szam lesz, mivel az
egyes szorzatta alakitdsokndl kapott masodik tényezdk egész szdmok. Tehat az eredeti Osszeg
oszthat6 n-nel. 2 pont

Igy ha n-et dgy valasztjuk meg, hogy oszthaté legyen 2024-gyel, akkor a teljes kobosszeg is
oszthat6 2024-gyel. Nyilvan végtelen sok ilyen (2024-gyel oszthatd) szam jelolhetd ki. Ezzel az
allitdsunkat igazoltuk. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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