Az 1999-2000. évi Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny feladatai
KEZDOK

Els6 fordulé

Mindharom kategoéria

1. Mi lehet az a természetes szam, amely négyzetszam lesz, ha hozzdadunk 5-6t, de négyzetszam lesz
akkor is, ha elvesziink beldle 11-et?

2. Egy ABCD trapézban az alapok 0sszege 10, a szdrak Gsszege pedig 6 hosszusdgegység. Tudjuk, hogy
van két olyan kor, amelyek érintik egymast, az alapokat és egy-egy szdrat is. Szamitsa ki a korok sugarat!

3. Bizonyitsa be, hogy hiarom egymast koveto pozitiv egész szdm szorzata nem lehet egy egész szam
harmadik hatvanyal!

4. Hatédrozza meg azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, amely (a tizes szdmrendszerben) csak 0 és 1-es
szamjegyekbdl all, és oszthatd 792-vel!

5. Adott az ABC szabdlyos haromszog. Melyek azok az egyenesek, amelyek ezt a haromszoget két
olyan sikidomra bontjak, amelyeknek kertilete és teriilete is egyenl$?

Misodik (déntd) forduld
I. kategéria: Szakkozépiskolasok

1. Az ABC hegyesszogl haromszog AE magassiaga a B csicsndl 1év6 [ szog szogfelez6jét a P pontban
metszi. Bizonyitsa be, hogy ha a (§ sz6g a masik két szog szamtani kozepe, akkor: 2- AF =3 - BP.

2. Oldja meg a természetes szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:

ab + ac + be = 2 + abe.

3. Egy derékszogli haromszog oldalainak hossza egész szam. Az atfogd hossza nem oszthatd 5-tel.
Bizonyitsa be, hogy a haromszog teriiletének mérdszama 10 t6bbszorose.

II. kategéria: Altaldnos matematika tantervii gimndziumi tanulék

1. Azonos az 1. kategéria 3. feladatéaval.

2. Igazolja, hogy ha egy hegyesszogii hdromszogben a, b és ¢ jeldli az oldalakat, m, az a oldalhoz tartozé
magassagot, akkor
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3. Hatarozza meg a kovetkez6 Osszeg pontos értékét:
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III. kategéria: Specidlis matematika tantervii gimnaziumi tanulék



1. Adott két kozos kezdSponti, egymasra merdleges szakasz. Mindkettd hossza 2000 egység. Mindkét
szakaszon adott 2001-2001 bels6 pont. Bizonyitsa be, hogy ebbdl a 4002 pontbdl kivalaszthaté harom, nem
egy egyenesbe esO pont gy, hogy az altaluk meghatirozott haromszog teriilete legfeljebb 250 teriiletegység!

2. Az n pozitiv egész szamrdl azt tudjuk, hogy 5-tel nem oszthatd, 128-cal osztva 96 maradékot ad,
a tizes szamrendszerben k jegyl, tovabba az n minden jegye paros, jegyeinek Osszege 2k — 4, jegyeinek
négyzetosszege 4k. Mi lehet az n?

3. Egy hegyesszogii haromszogben a, b és ¢ jeloli az oldalakat, m, az a oldalhoz tartozé magassagot.
Hatarozza meg a K és L pozitiv valés szamokat gy, hogy barmely hegyesszogli hdromszogre igaz legyen

a+ 2m,
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de ha K; > K vagy L, < L, akkor

a4+ 2mg
Ki<——<L
1 . 1

maér ne teljesiiljon minden hegyesszogii haromszogre!

HALADOK
Els6 forduld

I. kategéria: Szakkozépiskolai tanulék

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

Vie+z+Vie—z =4

2. Melyek azok a p, g pozitiv primszamok, amelyekre 7p + ¢ és pq + 11 is prim?

3. A c atfogdja derékszogi haromszog silyvonalainak négyzetosszege d. Igazoljuk, hogy ha ¢ és d egész
szam, akkor d > 6.
4. Hét ember néhdny napos kirdnduldsra késziil. Mindennap egy kor alaku asztal koré iilve ebédelnek.

Elhatarozzak, hogy tgy iilnek le az ebédekhez, hogy ugyanaz a két ember ne keriiljon kétszer egymaés mellé.
Maximum hény naposra tervezhetik a kirandulast?

5. Adott egy négyzet és kilenc egyenes tigy, hogy az egyenesek mindegyike metszi a négyzet két szemben
1év6 oldalét, és levagja tertiletének negyedét. Bizonyitsuk be, hogy lesz harom olyan egyenes, amelyik egy
pontra illeszkedik.

II. kategéria: Altaldnos tantervii gimnaziumi tanuldk

1. Azonos az I. kategéridban kitiizott 2. feladattal.

2. Az ABC derékszogli hdromszogben gy helyezkedik el a Q PC' szabalyos haromszog, hogy a PQ oldal
illeszkedik az AB atfogéra az abran lathaté mddon, tovabba teljesiil, hogy a BC'P haromszog teriilete fele
az AQC haromszog teriiletének. Hatdrozzuk meg a PQ : BA ardnyt!
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3. Az (a,) szdmsorozat képzési szabdlya a,+1 = 2a, — 1, ahol a1 egy tetsz6legesen vélasztott pozitiv
egész szam. Bizonyitsuk be, hogy a sorozat 1999-edik és harmadik tagjanak kiilonbsége oszthaté 30-cal!

4. Azonos az 1. kategdridban kitlizott 5. feladattal.

5. Tekintsiik azokat az x egész szdmokat és p pozitiv primszdmokat, amelyekre a v/ + p— +/z kiilonbség
értéke egész szam! Igazoljuk, hogy barmely adott paratlan primszdm esetén pontosan egy megfeleld x értékre
lesz egész értékili a kiilonbség.

III. kategéria: Specidlis matematika tantervii gimnaziumi tanulék

1. Bizonyitsuk be, hogy ha p, ¢ és r olyan valés szamok, amelyekre p = ¢ + 7 + 1, akkor az
(2 +pr+q)(2®+pr+7r)=0
egyenletnek legalabb két kiilonb6z6 valés megoldasa van.
2. Egy 2 egység atfogdju derékszogl haromszog belso szogfelezoi a haromszog koréirt korét a P, @, R
1
pontokban metszik. Mutassuk meg, hogy a PQR haromszog tertilete legfeljebb 5(1 +V/2) teriiletegységnyi.

3. A 2-nek melyik legnagyobb pozitiv egész kitevéjii hatvanyéval oszthaté 19992000 — 17

4. Az f(x) = ax® + bx + c fiiggvényre teljesiil, hogy ha 0 < z < 1, akkor |f(z)| < 1.
Bizonyitsuk be, hogy |a| + |b| + |¢| < 17.

5. Egy iskoldba 1999 didk jar. Minden nebulénak a tobbi 1998 koziil pontosan k szimpatikus. Mely k
esetén lehetiink biztosak benne, hogy a didkok kozott van kettd, akik kolecsondsen szimpatikusak egymasnak,
vagy kolcsonosen nem szimpatizalnak?

Masodik fordulo

I. kategéria: Szakkozépiskolai tanulék

1. Hatdrozzuk meg az
lo+ 1| + |z — 2| — 2% =2
egyenletet kielégit6 valés x értékeket!

2. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb tortet, amelynek szamléléja és nevezGje is pozitiv egész szam, a tort
és a tort négyzetének Osszege nagyobb, mint 6, tovabba szamldléjanak és nevezdjének Gsszege kisebb, mint
100.

3. Legyen az ABC héaromszog A csucsbdl induld szogfelezGje AK, B cstucsbdl indulé szogfelezdje BL
(K a BC oldalra, L az AC oldalra illeszkedik). A szogfelez8k metszéspontja legyen O.
Bizonyitsuk be, hogy ha OK = OL, akkor a hdromszognek vagy van 60°-os szoge, vagy egyenld szaru.

4. Bizonyitsuk be, hogy 2000 darab paratlan pozitiv egész szam reciprokanak Osszege nem lehet 1, de
van olyan 2000 darab paronként kiilonb6z6 pozitiv egész szam, amelyek reciprokanak osszege 1.

I1. kategéria: Altalanos tantervii gimnaziumi tanulék

1. Megegyezik az . kategoria 1. feladatdval.



2. Legyen P az ABC szabélyos hdromszog koré irhatéd korének egy olyan pontja, amire az AP szakasz
a BC oldalt egy bels6 @ pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy

L1 1
PB ' PC  PQ

3. A 2-nek melyik legnagyobb pozitiv egész kitevéjii hatvanyéval oszthaté 19992009 — 17

4. Egy 1999-szer 2000-es téglalap alaki tdbldzat minden mez&jében a (—1) vagy az 1 szdm all. Egy-egy
alkalommal barmelyik sorban vagy oszlopban megvaltoztathatjuk az 0sszes szam elGjelét.

Bizonyitsuk be, hogy az adott ,,miivelet” véges sokszori alkalmazasaval elérheto,

a) hogy a tébldzatban 1évé szdmok Gsszege legaldbb 2000 legyen;

b) hogy minden sorban és minden oszlopban a szdmok &sszege nemnegativ legyen.

Harmadik (d6nt6) fordulé

I. kategéria: Szakkozépiskolasok

1. Hany valés megoldasa van a
19[x] + 99{z} = 2000

egyenletnek? ([z] az x egész részét, {x} pedig = tortrészét jelenti).
2. Milyen maradékot ad 72-vel osztva a p primszam, ha p = n? 4+ 2n+ 3 alaki, ahol n természetes szam?

3. Egy paralelogramma bels6 szogfelez6i az Ny négyszoget zarjdk kozre. Az N7 négyszog bels6
szogfelez6i az No négyszoget hataroljak. Mekkordk az eredeti paralelogramma szogei, ha az N; és Ny
négyszogek tertilete egyenld?

II. kategéria: Altal4dnos tantervii gimndaziumi tanulék

1. Azonos az I. kategéria 2. feladatéaval.

2. Egy raktarban az arukészletet legfeljebb 1 tonnas csomagokban taroljak. Van egy 1 és egy 2
tonnas teherautonk. Szerzodést akarunk kotni, amelyben véllaljuk, hogy egy fuvarral legalabb M tonna
arut szallitunk el. Mekkora M legnagyobb értéke?

3. Az egységnyi atfogbji ABC derékszogii hdromszog oldalaira AC < BC < AB teljesiil. Rajzoljuk
meg az A ponton dtmend, a BC' egyenest B-ben érint6 kort, majd a B ponton dtmend, a C'A egyenest C-ben
érint6 kort, végiil pedig a C' ponton atmend és az AB egyenest az A-ban érinté kort.

a) Igazoljuk, hogy a hirom kornek van koz6s pontjal

b) A kozos pontot P-vel jelolve, mutassuk meg, hogy

11
6 < PA?+ PB?2+PC? < 1.

III. kategéria: Specidlis matematika tantervii gimnaziumi tanulék

1. Az ABCD négyzet belsejében ugy vettiik fel a P pontot, hogy AP : BP : CP =1:2:3. Mekkora
az APB/?



2. Hatédrozzuk meg az

1000
(1000 + /10002 + 1)

szam tizedesvessz6t kovetd kétezredik szamjegyét.

3. Egy raktarban az arukészletet legfeljebb 1 tonnas csomagokban téroljdk. Van egy 3 és egy 4
tonnas teherautonk. Szerzodést akarunk kotni, amelyben véllaljuk, hogy egy fuvarral legalabb M tonna
arut szallitunk el. Mekkora M legnagyobb értéke?



