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@‘asznosségok El6sz6

1. Eloszé

Miért is alltam neki ennek a gyljteménynek? Sokszor taldlkoztam olyan feladattal, aminek a meg-
oldasahoz a kozépiskolds anyagon tuli ismeret nem sziikséges, mégis a folytonos Osszefiiggés levezetések
elvették az ember idejét, nehezen lehetett a megoldasra Gsszpontositani. Ez a probléma jelentkezett a
didkoknal is.

Ez volt az indittatas. Aztan ez lett bel6le, ami itt van ©.

Mi nem akar lenni ez a gylijtemény? Nem akar lenni:
- tankonyv
- sokadik Fiiggvénytabla
- bizonyitasok gytijteménye
- egyszerl adat- és/vagy szamhalmaz

Ez a gytjtemény tgy tiinik, hogy soha sem lesz kész, befejezett. Mindig van, amit be kellene irni,
amit jé lenne latni benne. Mindig éppen csak félbe van hagyva. A gytjtemény legfrissebb verziéja (a
verzi6szam és a ddtum az elsé oldalon sokat segit ebben) letolthetd

http://www.eszesen2010.hu/*
cimrol. Ott a legfrissebb verzié a Matematika = Hasznossagok ttvonalon lathaté és a Letoltés = Ma-
tematika ttvonalrol lehet letolteni.

Erezze magit mindenki feljogositva a terjesztésre és hasznalatra!

Erdemes a honlapot figyelni azért is, mert itt kovethet6 majd az egyes verzidk kozotti valtozas (mi-
vel bovillt az djabb kiadds), igy akar letoltés (és nyomtatas) nélkiil ha szitkséges kézzel be lehet irni a
javitast és/vagy ujabb osszefiiggéseket. E miatt viszont innentél kezdve az egyes Osszefiiggések sorrendje
(sorszama) nem véaltozik, hogy nyomon lehessen kévetni a valtozést.

Bar sokan atnézték és atolvastak mar, koziililk tobben is jeleztek hibat, elirdst, tévedést, mindig ma-
radt /maradhatott benne még hiba. Ha 6tlete lenne a gytijtemény tovabbfejlesztésére avagy hibat és/vagy
elirast talalt, vagy csak egyszerlien elmondand a véleményét, kérném jelezni a szolda@szolda.hu e-mail
cimen vagy barmilyen médon nekem személyesen tlizenve.

A 2.140801 verzi6tol kezdve (2014. augusztus 1.-i kiad4s) a szerkesztés IWTEX?  felhasznaldsaval torténik
(programcsomag: MIKTEX?, front end szerkeszts: TpXstudio?), ugyanis a Microsoft Word® nem birja
MmAr.

Szoldatics Jozsef

Dunakeszi, 2014. juilius 19.

1 Sz(oldatics) és N(agy)” honlapja

IMTREX egy TpX-en alapulé szovegformazé rendszer, alkotéja Leslie Lamport

3 A MIKTEX a TEX/IATEX ingyenes Windows-os valtozata

4TEXstudio egy integralt kornyezet BTEX dokumentumok létrehozasihoz

5A Microsoft Word egy szovegszerkeszt6 a Microsoft Office programcsomagjéban
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@‘asznosségok Geometria Alkalmazott jelolések

2. Alkalmazott jelolések

2.1. Halmazok

Az alkalmazott halmaz jelolések:
o N: a természetes szamok halmaza, {0;1;2;3;4;...}

o 7Z: az egész szamok halmaza, {... — 4; —3;—2; —1;0;1;2;3;4; ...}
Z*: a pozitiv egész szdmok halmaza, {1;2;3;4;...}
Z~: a negativ egész szamok halmaza, {—1; —2; —3; —4; ...}, ...

e Q: a raciondlis szamok halmaza
Q™: a pozitiv raciondlis szdmok halmaza
Q7: a negativ raciondlis szdmok halmaza, ...

e Q*: az irraciondlis szamok halmaza,
Q*T: a pozitiv irracionalis szamok halmaza
Q*7: a negativ irraciondlis szdmok halmaza, ...

e R: a val6s szamok halmaza R = Q U Q*
R*: a pozitiv valés szdmok halmaza
R™: a negativ valés szamok halmaza, ...

o P: a pozitiv prim szdmok halmaza, {2;3;5;7;11;...}

2.2. Fiiggvény

Bijektiv fiiggvény Ha injektiv és sziirjektiv is. (Kolesondsen egyértelmi)
Injektiv fiiggvény V1,20 € Dy, 71 # 22 => f(z1) # f (22)

Sziirjektiv fiiggvény (rdképzés) Yy € Ry v € Dy; flz)=y

Konvex és konkav fiiggvény
Konvex Konkav

2.3. Geometria
A geometria leirasdhoz hasznalt jelolések a szokédsosak (A cstcsndl a<, vele szemben a oldal taldlhato...),
ettdl eltéréek a kovetkezok

at+b+c

e s: a haromszog félkeriilete s = 5

e O ill. R: a haromszog koriilirt korének kézéppontja illetve sugara

2024. marcius 2. -7 -



@‘asznosségok Geometria 2.3 Geometria

I dll. r: a haromszog beirt korének kozéppontja illetve sugara

o I, ill. rq: a hiromszog BC oldaldhoz (a oldal) irt kor kdzéppontja illetve sugara
e Mg: a hdromszog A csicsdhoz tartozé magassag

e fa: a hiaromszdg A csticsahoz tartozé belsé szogfelezd

. f(;: a hiaromszog A csicsahoz tartozo kiilsé szogfelezd

e S: a haromszog sulypontja

e S4: a hdromszog A csiicsdhoz tartozoé stulyvonal

o H: a hiromszog magassdgpontja (ortocentruma)

e N: a haromszog Nagel-pontja

Ia
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@‘asznosségok Egyebek 2.4 Egyebek

2.4. Egyebek

e =& jelentése: egyenldség akkor és csak akkor

Z1,T2,L3
. Z x?xj vagy roviden Z x?xj az Osszes x?:pj szorzat Osszegét, azaz
sym sym
2 2 2 2 2 2 2
Z T;x; = x1Ty + 2321 + T]x3 + 2371 + X573 + x322
sym
T1,22,T3
. Z m?:cj vagy roviden fox] az 0sszes x?xj szorzat ciklikus (kdrbemend)osszegét, azaz
cycl cycl

Z x?a:j = 1’%1}2 + 1’%1}3 + m%xl
cycl

2024. marcius 2. -9-



@‘asznosségok Azonossagok Algebra

3. Algebra

3.1. Azonossdgok . . . ... ... .. .. .. 10 3.4.1. Viete formuldk . ... ... ... 16
3.1.1. Maésodfoku, két valtoz6 . . . . . 10 3.4.2. Egyenletek raciondlis gyokei . . . 17
3.1.2. Mésodfoku, t6bb valtozé . . . . . 11 3.4.3. Horner elrendezés . . . . . . . .. 17
3.1.3. Harmadfokd, két valtozé . . ... 11 3.5. Megold6 képletek . . . . ... ... ... 17
3.1.4. Harmadfoku, t/obb valtozd . . . . 11 3.5.1. Masodfoki egyenlet . . . . . . . 17
21(53 I\B/I-agasa?b. folet .. ... g 3.5.2. Harmadfokd egyenlet . . . . . . . 18
et DHIOML, BIEIOM, oo« v e e - e 3.5.3. Negyedfokt egyenlet . . . . . . . 19

3.2. Osszegzések . . . ... ... ... .. .. 13 3.6, Specidli Jotek 2
3.2.1. Hatvanyosszegek . . . .. .. .. 13 9. Dpecialls (?gyen e.e """"""
3.2.2. Vegyes egész dsszegek . . . . . . 14 3.6.1. Szimmetrikus egyenlet . . . . . . 20
3.2.3. Vegyes tort osszegek . . . . . . . 15 3.6.2. Antiszimmetrikus egyenlet . . . . 20

3.3. Szimmetrikus polinomok . . . . . . . .. 15 3.7. Pell egyenlet: 2> —Dy* =k . . . .. .. 21
3.3.1. Két valtozd . . . . . . . .. ... 15 3.7.1. A megoldasok szerkezete . . . . . 21
3.3.2. Harom valtozé . .. ... .... 16 3.7.2. 2% — Dy? = k els6 megolddsai . . 21

3.4. Egyenletek &ltaldnos megoldasa . . . . . 16 3.7.3. 22 — Dy? =1 elsé megolddsai . . 21

3.1. Azonossagok
3.1.1. Masodfoku, két valtozo
L (z+y)°+ (& —y)? =22+ 2
2. (x+y)° — (z—y)” =4ay
3. 2"~y = (z+y)(z—y)
4. 22+ 2 = (z+y)* — 2y
5. 2% +9% = (z —y)* + 22y

2242+ (z +y)?
2

6. 22 +y° +ay =

7. x2+y2+(m+y)2:2(x2+y2+:cy)
2+ + (¢ —y)*
2

8. z? 4y’ —xy=
9. x2+y2+(m—y)2:2(x2+y2—:cy)
2

10. 4(:r2+xy—|—y2) =34y’ +(z—y)

1.3 (a2 —ay+9?) = (2 +ay+9?) + 2(z —y)°
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@‘asznosségok Azonossagok 3.1 Azonossagok

3.1.2. Masodfoku, tobb valtozé

1.

2.

P+ 22wy +yz+zx) = (x+y+2)°
P+t + 22+ 3@y +yz )= (+y) (y+2)+W+2) (z+2)+ (z+2) (z+y)

(x+9)° + (y+2)° + (2 + 2)*
2

2+ y? + 22+ (vy +yz +2w) =

wytyztzr— (P4 42 =@ -y (y—2)+(y—2) z—a)+ (z—2) (@ —y)
-y’ +@-—2"+ (-2’

m2+y2+22—($y+yz—|—za}): 5

m2+y2+z2—(my+yz—|—zx):(a:—y)2+(:n—z)(y—z)

2 2

(2x—y—z)2—|—(2y—z—:):)
6

+ 2z —x —
m2+y2+22—($y+yz—|—za}): ( y)

224 (x—2y)° + (x — 22)% + (z — 2w)?

P2+l -yt 2+ w) = 1

3.1.3. Harmadfoku, két valtozé

1.

23—y =(z—y) (a:2+:vy+y2>
B4y = (z+y) (x2—:ny+y2)
Pyt 3oy —1=(z+y—1) [(z+9)’+ (@ +y) - 3zy+1]
(@ +y)° —a2® —y® =32y (x +y)

(x4y)?°+(x—y)® =22 (wQ + 3y2)

(z+9)° — (v - y)° =2y (32° + ¢?)

3.1.4. Harmadfoku, tobb valtozé

1.

2.

(vy+yz + 23) (v +y + 2) = (2Py + %2 + 2%) + (29 +y2? + 22?) + 3wy
(y+yz+zz)(z+y+z)=(@+y) (y+z)(z+z)+ayz

(@+y) (+2) (z+2) = (2Py+ 122+ 2%2) + (2% +y2? + 22%) + 20y2
3(x+y)(y+z)(z+:z):(:1:+y+z)3—<x3+y3+z3>

(@+y) (y+2) (z+2)—8ayz=2z(x—y)’ + (x+y) (z—2) (y - 2)

(w =) (y—2) (= 2) = (w? +y2* + 22%) — (%Y + 2 + %)

(z-y)(y—2)(z—2)(z+y+2)= (wy3+yz3+zm3)—(:c3y+y3z+z3a;)
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@‘asznosségok Azonossagok 3.1 Azonossagok

8. (x—y)(y—2)(z—2z)(xy +yz+ zz) = (m2y3 + 223+ z2w3) - (x3y2 +32% + zgch)
2+(y—z)2—|—(z—m)2}
2

10 22+ + 22 —3Beyz = (e +y+2) (-9’ +(@+y+2)(—2)(y—2)

(z+y+2) |(z—y)
9. 23 +y° 4+ 2% — 3ayz = [

11 a? +y2? + 222 —3ayz =2 (x —y) 2 +y(z —2) (y — 2)
12. (z+y+2) (zy+yz+zo) =2 (y+2) +v° (2 +2) + 2 (x +y) + 3zyz
13. (r4y+2)’—(z+y—27°—(@—y+2)?>—(—z+y+2)?>=8y+yz+22)

M (@=y)’+ -2 +E—2’=3@@—-y -2 (-2

3.1.5. Magasabb fokua
1 (x4y)° —2° —9° =bay (z +v) (x2+xy+y2)
(A 2 2\?2
2 (wty) —a" =y =Tay (@ +y) (2 +2y+17)
2
3. 2t 4yt = (3:2 + 2y2) — 2%y = (a:2 + 2zy + 2y2) (3:2 —2zy + 2y2)

@2 +2 + @+ )] [22+ 2+ (2 —p)’]
1

4ot a4yt = (Pt ay+y?) (2 —ay+0P) =

5. axt byt 42t —ady — B — B = <m2+a:y+y2) (x—y)2+(y2+yz+22> (r—2)(y—2)

6. (:U2 + y2> (y2 + z2) <z2 + xz) = <x2y + yzz + 2%z — xyz)2 + (:J:y2 + y22 + za? — :ryz>2

T.(x+y+2)(z+y—2)(r—y+2)(—z+y+2) =222y + 2222 + 22222 — 2 — ¢t — 24

z—a)Pb—c)P+@—0>(c—a)’+(@—c)P@a—0b)?®=

8. (1+x2> (1+y2) (1+22) +8zyz = (1 +2y2)* + (z + y2)° + (y + 22)° + (2 + 2y)?
(
3(x—a)(x—=>b)(x—c)(a—0b)(b—2c)(c—a)

10. (a® + b2) <C2 + d2> = (ac — bd)? + (ad + be)* = (ac + bd)* + (ad — be)?

11 (a2 + kb?) (¢ + kd?) = (ac — kbd)” + k (ad + be)® = (ac + kbd)” + k (ad — be)®
13. (a2 = kb?) (¢ = kd®) = (ac+ kbd)* — k (ad + be)* = (ac — kbd)” — k (ad — be)

(
(

12. (a2 - b2) ((32 — d2> = (ac + bd)? — (ad + be)* = (ac — bd)* — (ad — be)?
(

14. (

% +y* + 22) (a2 +b% + 02> = (az + by + ¢2)? + (ay — bx)* + (az — cx)? + (bz — cy)?

(29— y2)* + (yz — z0)° + (z0 — ay)?
2

n n n 2
. <Z a?) <Z bf) = (Z aibl) + > (aib; — ajb;)* Lagrange azonossig
i=1 i=1 i=1

1<i<j<n

15. (zy+yz+22)° —3ayz (v 4+y+2) =

1

(=}
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@‘asznosségok Osszegzések 3.2

Osszegzések

3.1.6. Binom, trinom, ...

1.
2.

10.

(z+y)" =a® £ 22y +y°
( )3 = 2% + 322y + 3% + ¢
(r+ y)4 =2t + 423y + 622y + day® + o
( )° = 2° + baty + 1023y + 102%° + 5ayt + ¢/°

“ n
ety =Y (1) <k>x'fy’f

k=0

(x+y+2)72 =22+ 92+ 22+ 20y + 2yz + 222
(x+y+2)% =2 + 97 + 2 + 322y + 3a9® + 3222 + 322 + 3y%2 + 3y2% + 62y

(1 + 22 + ;1:3)3 == Z :Uf’ +3 Z x?ﬂcj + 6217273

sym sym

(71 + z9 + x3)* == Z z}+4 Z ziz; +6 Z x?x? +12 Z xiT T

sym sym sym sym

(z1 + x2 + x3)° == Z 2 +5 Z zizj + 10 Z x?x? + 20 Z xixjxy, + 30 Z 3312:135

sym sym sym sym sym

3.2. Osszegzések

3.2.1. Hatvanyosszegek

1.

i, n(n+1) n?>+n
1 =

, 2 2
i=1

o, nn+1)@2n+1) 2n%+3n*+n
6 B 6

zn:i?’— n? (n+1)> _nt 420 4 n?
B 4 B 4

4 nn+1)2n+1)Bn?+3n—1)  6n°+15n* +10n® —n
30 N 30

z": s nP(n+1)2@2n2+2n—1) 2054605 4 50° — n?
? =
12 12

6 nn+1)2n+1)Bn*+6n®—3n+1)  6n'+21n8 +21n° — 03 +n
42 B 42

Z": 2 P+ 1)2Bnt 460 —n?—4n+2)  3n® 41207 + 1408 — Tnt + 2n2
1 = =
24 24

s n(n+1)(2n+1) (505 + 15n° + 5n* — 1503 — n? + 9n — 3)
1 = =
90
~10n% 4 45n® + 60n” — 42n° 4+ 20n° — 3n

90

T
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@‘asznosségok Osszegzések 3.2 Osszegzések

0 zn:ig _ n?(n+1)* (n®4+n—1) (2n* +4n® —n? — 3n + 3) _
i=1 20
2n10 +10n% + 1508 — 14n5 + 10n* — 3n?
- 20
L0, z”:ilo _n(n+1)(2n+1) (n® +n—1) (3n° + 9n® + 2n* —11n° + 30> + 100 —5) _
=1 66
_ 6n!! +33n1% + 5517 — 66n7 + 66n° — 33n° + 5n

66

3.2.2. Vegyes egész Osszegek

(2n+m)(m+1)
2

L.n+(n+1)+(n+2)+...4+(n+m)=

2. 1434+5+...+2n—1)=n2

3.2444+6+...+2n=n(n+1)
n(3n —1)
2

n(3n+1)
2

3n+3
6. 3+6+9+...+(3n)=TZ(ZJF)

7.148416+...+8(n—1)=(2n—1)?

4 144+74..4+(Bn—2) =

5.245+8+..+(Bn—1)=

2 n(4n2—1)
N 3
2n(n+1)(2n+1)
3
6n2—3n—1)
2
6n% +3n — 1)
2

3n(n+1)(2n+1)
2

8. 12432452 +..+(2n—1)

9. 22 4+ 42 4+ 6%+ ..+ (2n)° =

10. 12—|—42—|—72—|—...+(3n—2)2:n(

11. 22+52+82+...+(3n—1)2:n(

12. 32462+ 92+ ... 4+ (3n)* =

13. P4 3%+ 5% 4 4 (20— 1)° = n? (202 - 1)

14. B4+ 83463+ ..+ (©2n) =20 (n+1)
n (2703 — 18n? — 9n + 4)
4

27n3 4+ 18n? — 9n — 4)
4

5. B4 834+ + . +Bn—2)°=

16. 23+53+83+...+(3n—1)3:n(

27n? 1)2
17. 33+63+93+...+(3n)3:W
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@‘asznosségok Szimmetrikus polinomok 3.3 Szimmetrikus polinomok

. 1)- 2
18. 1-2+2.3+3.4+.._+n.(n+1):” (n+1)-(n+2)

3

19. 1.2.34_2,3,4_#'”_’_”_(n+1)‘(n+2):n'(n+1)-(z+2)-(n+3)

20. 1-2.3-4+2-3.4-5+...+n-(n+1)-(n+2)-(n+3)_n'("+1)'(”+25)’(”+3)'(”+4)
n(n_|_1)(n_|_k»)

21.1-2- k+2-3- - (k+D4..4n-(n+1)--(n+k—1) = keN>2

k+1 ’

3.2.3. Vegyes tort Osszegek

LN SR S 1 . 1 n

"1-2 23 34 7 n-(n+l) " n+l n+l

LS S S 1 _1(1 1)_n
"1-3 35 5.7 77 (2n—1)-(2n+1) 2 2n+1/)  2n+1

g Lo, 1 r 1 _1<3 2n—|—1)_3n2—n—2
13 24 35 7 (n=1)-(n+1) 2\2 n(n+10)) 4n(n+1)

3.3. Szimmetrikus polinomok
€] — Zai €y — Zaiaj €3 — Z a;Q;jaf ce €n — Z Ajq Qiy - Ag,,
7 i,J 1,5,k 11,82,0050n

€1 1 0
262 €1 1

Zan _ 363 €9 €1
v 464 €3 €2 e

= o O

ne, €ép—1 ... €9 €1
3.3.1. Két valtozé
€1 1 0 0
262 (&) 1 0
er=a+b 0 e e 1
€l — €4 —=...= 0 an g
{62 =ab 3 4 ZZ: ! 0 0 e e
0 0 ... €2 €1
1. a® 4% = (a+b)* — 2ab = € — 2ey
2. a® 40 = (a+b)* —3ab(a+Db) = €3 — 3ejen
3. a* 4+ b = (a+b)* —4ab(a+ D) + 2202 = e} — dedeq + 2e3
4. a® 4+ 1° = (a4 b)° — 5ab (a + b)* + 5a2b? (a + b) = €7 — beley + Hey e
5. a5 4+05 = (a+0)° —6(a+b)*ab+9(a+b)?a2b® — 2a30? = § — Geles + 9eled — 2¢3
6. a” +b"=(a+b)" —7(a+0b)’ab+14(a+b)®a?b® — 7 (a + b) a®b® = €] — Teley + 14eded — Teqel
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@‘asznosségok Egyenletek dltaldnos ndgblddggyenletek altalanos megoldasa

3.3.2. Harom valtozé

€1 1 0 0

egr=a+b+c 262 o (1)
— = = = = @2 “

ea =ab+bc+ca eg=es=...=0 Z i 0 e3 e e

es3 = abc

1L a24+b02+ 2= (a+b+c)? —2(ab+bc+ ca) = e — 2e9
2. A3+ +A=(a+b+¢)*—3(a+b+c)(ab+ be+ ca) + 3abe = 3 — 3eres + 3es

3.at+ 0+t = (a+b+e)t —4(a+b+c)? (ab+ be+ ca) + 2 (ab + be + ca)® + dabe (a+b+c¢) =
= e} — 4eey + 263 + dejes

4. P4+ = (a+ b+ ¢)°=5(a+ b+ ) (ab + be + ca)+5abe (a + b+ ¢)*+5 (a + b+ ¢) (ab + be + ca)*—
5abc (ab + bc + ca) = € — bedes + 5eles + berel — Heges

3.4. Egyenletek altalanos megoldasa

3.4.1. Viéte formulak

Maiasodfokti egyenlet az?+br+c=0 a#0

b
T+ T2 = T

c
r1r2 = g

Harmadfokii egyenlet az3 +bz’>+cx+d=0 a#0

T, +29o+23 = ——
r1T2 + X2T3 + 31 = —

r1Tx2x3 — —

Negyedfokt egyenlet ax* +bz3+cx? +dr+e=0 a#0

b
T1t+x2+ 23+ T84 = T
c
T1T9 + X123 + X124 + Tox3 + Toxy + +2324 = a
d
T1X2X3 + T1T2X4 + T1T32T4 + X2X3T4 = a
e
T1T2Xx3T4 = —
a
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@‘asznosségok Megold6 képletek 3.5 Megoldé képletek

3.4.2. Egyenletek racionalis gyokei

Az apz™ + ap 12" .+ a1z + ag = 0 egész egyiitthatds egyenlet raciondlis gyokeire:

p
T = ig% ;) =1;  plao;  qlan

3.4.3. Horner elrendezés
A fiiggvények (polinomok) értékének adott helyen val6 gyors kiszdmoldsara valo.
f(z) =ana" + 12"+ a0z 2+ ...+ a1z + ag

A moédszer 1ényeges eleme az in. Horner-elrendezés, azaz hogy ezt a fenti egyenletet tablazatba rendezziik
azért, hogy a szdmolast meg tudjuk gyorsitani: A tablazat kitoltésének 1épései:

1. A téblazat fels6 sordba balrdl jobbra beirjuk sorban a polinom egytitthatéit, a fétagtdl a konstans
tagig. (A polinomban nem kiirt nulla egyiitthatékat is!)

2. Az alsé sor elejére odairjuk a behelyettesitendé xg értéket. Beméasoljuk a féegyttthatot, a féegytitt-
hato alé.

3. Az utoljara kitoltott mezdbeli értéket megszorozzuk xq értékével, hozzaadjuk amellette jobbra 1évo
ires mez6 folotti egytitthatdt, és ezt beirjuk ebbe az tires mezdbe.

4. Az f (xg) értékét az also sor végérdl olvashatjuk le.

(7% Ap—1 Ap—9 PN ap
Zo an To:Gn + Gn-1 | To - (ZEO CQp + anfl) +ap—2 | ... f ('170)
bn—l bn—2 bn—3 s

Az utolsé sorbdl leolvashaté a polinom osztds végeredményei is:
f (.T) = anmn + an—lxni1 + an_aniz + ...+ a1x+ag =

= (JI — .T()) (bn_ll’nil + bn_an72 + ...+ blx + bo) + f (Z‘())

3.5. Megoldé képletek

3.5.1. Masodfoka egyenlet

Megoldé képlet
az? +bx+c=0 a#0

—b+ vb? — 4ac

2a

1,2
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@‘asznosségok Megold6 képletek 3.5 Megoldé képletek

3.5.2. Harmadfoku egyenlet

Harmadfoku egyenlet attranszformaldsa hianyos alakra
2® +az® +br+c=0

Ez a kovetkezo helyettesitéssel &t lehet hozni egy hidnyos alakra:

x/—x—g —b——2 _c_ﬂb E
I L - T
2?4+ pr+qg=0
Cardano képlet
-1 3
34 pr+q=0 €:—+£-i
2 2
2 3 2 3
N I T B R O S
s J 2" 4+27+J A T
2 3 2 3
— o4 NI S B I S S
352—8\] 2+ 4—1—2 +e 5 +27
2 3 2 3
— 2.4 T r J_4_ P
BT J SR I T I
Cardano-képlet kibontva és elemezve. Legyen
2 3 2 3
3 g q p 31 4 q p
A= -2 oo g4 T P
J 2+ 4+27 \l 2 4+27
Ekkor a gyockok:
rT = A‘l—B
A+B+, A-B
X = — 7 -
2 2 2
A+B . A-B
r3 = - —1-
’ 2 2
Specidlis esetek Legyen
¢ P
C=ty
e« HaoQ <0ésp<0,
p
pu— 2 _—— . p—
1 5 C0s g
o m
Ty = 2 —g-cos(3+3>
9 D (a 7T)
T3 = —=.cos|—-——
’ 3 3 3

q 27 q 27
ahol cosa = —=/—— , azaz a = arccos | —= | ——
2 p3 2 P
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@‘asznosségok Megold6 képletek 3.5 Megoldé képletek

e HaQ >0¢ésp>0,

ry = —2 §~ctg2a
3
To = \/§<0tg2a—|—i- f)
3 cos 2o
T3 = \/5 ctg2a — 1 - V3
3 3 cos 2
B 2 [p? T ™
hol t = {lte=, ¢ = —{/= < - < —
ahol tga g5 tef A\ 27 ol < 7 18l= 5
e HaQ >0ésp <0,
o= \/ 3 cosZa
p
= 4/—-= V3ctg2
2 3(082(1 & oz)
b
= 4\/—3 3ctg 2
3 3<052a & a)
./ B ) 2 | p3 T ™
ahol tg o g5, sinf 2 ol < o 1Bl < 5

3.5.3. Negyedfoku egyenlet

e + b’ +ecx+d=0
2 2
a a
(m2+2x+p> + (b—2p—4>x2+(c—ap)x+(d—p2) =0

A mésodik rész diszkrimindnsa, ha nulla (ez ,p”-re harmadfoki egyenletet ad), akkor a méasodik rész
teljes négyzet és megoldhato az egyenlet.

Explicit megoldas Az az* +bx3 +ca2? +dr+e=0 a#0 egyenlet gyokei:

b 1 q
Y g4 )42 9yt 4
2= 2\/ Pty

b

T34 = —
’ 4aq

—482 _ _4
+Si2\/ S2 —2p 5

ahol
Ao = ¢ — 3bd + 12ae
A1 = 2¢% — 9bed + 27b%e + 27ad? — T2ace

A? —4A3 = —27A

_ 8ac — 362‘ B b3 — 4dabe + 8ad

82 1= 8a3
1 9 1 A 3 Al—l—\/A%—ﬁlA%
2 3 3a Q 2
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@‘asznosségok Specialis egyenletek 3.6 Specialis egyenletek

Specidlis esetek

e« Ha A > 0, akkor @ komplex szdm. Kényelmesebb ebben az esetben a kévetkez6 alakot haszndlni:

1 2 2
S = \/— p+f\/AOCOS?

2 3 3a 3

¢ = arccos & .
24/ A}

e Ha A # 0 és Ag = 0, akkor a \/A? —4A3 = |/ A? elgjelét tigy kell megvélasztani, hogy @Q # 0,
legyen olyan /A2 mint A;.

e« Ha S = 0, akkor meg kell valtoztatni Qértékétigy, hogy S # 0. Ez mindig lehetséges, kivéve, ha

ahol

b 4
atirhaté az egyenlet (az + 4) alakba.
a

e Ha If A = 0 és Ay = 0 valamint A; = 0, akkor legkevesebb 3 gy6k megegyezik, amelyek az
egyltthatokbdl konny kiszamolni.

e« Hao A = 0 és Ay # 0, ekkor a megolddképlet j6, de az egyenlet mas moddszerrel kénnyebben
megoldhaté (fokszam visszavezetés).

3.6. Specialis egyenletek

3.6.1. Szimmetrikus egyenlet
Paros kitevé esetén

2n—1 2n—2 +

2 2
anx™™ + ap_1x + ap_ox oot ap—ox®+ap_1z+a, =0

1 1 1
Gnp, (xn‘f‘wrb) + an—1 (xn—l + xn_1> +...+a (-%"f‘w) +ap =0
alakra hozhat6, ami 1j ismeretlen bevezetésével
1 1 1 1
r+-=a; 2°+—==0a>-2; P+ ==a>-3a; 2+ ==a'—4a>+2...
x x2 x3 x4

az egyenlet fokszama felezodik.

Paratlan kitevé esetén
2 1 2 2n—1 2
A 4 an 127"+ a0 4+ ap0r Fan1x+an =0

az egyenlet megoldasa az x = —1, igy az egyenlet fokszdma (az osztds utan) eggyel csokken.

3.6.2. Antiszimmetrikus egyenlet

Paros kitevd esetén

ant? + ap_ 122"V fap_0x® 24— ap_or® —ap_1z—an =0

az egyenlet gyoke az & = 1 és az v = —1 is, azaz x> — 1 kifejezés kiemelhetd.
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@‘asznosségok Pell egyenlet: 22 — Dy? = 18.7 Pell egyenlet: 22> — Dy? = k

Paratlan kitevd esetén

:L,Qn—i—l 2n—1 +

an + ap_17"" + ay_ox e — 9T — Ay 1T —ay =0

az egyenlet megoldédsa az x = 1, azaz x — 1 kifejezés kiemelheto.

3.7. Pell egyenlet: 22 — Dy? =k

D nem lehet négyzetszam, k pedig nulla. Nevezziik az adott egyenlethez tartozé redukélt (k = 1) egyenlet
trividlis megolddsanak a (1;0) szampéart. A megoldasok kozotti elsé megoldasnak a legkisebb (mondjuk)
x értékkel rendelkez6t nevezziik.

3.7.1. A megoldasok szerkezete

Legyen a z2 — Dy? = 1 els6 nem trivialis megolddsa (zo; o), a 22 — Dy? = k egyenlet elsé megoldasa
(z1;91), akkor a tobbi (zy; y,)megoldasra

Tn + yn\/ﬁ = (:1:1 + yl\/ﬁ) (xo + yo\/5>n_1

Ugyanez rekurziés alakban

Tp = X0 Tp-1+Y0 Yn-1-D

Yn = 0 Yn—11+ Y0  Tp-1

3.7.2. 22 — Dy? = k elsd megoldasai

D k
4 | 3| 2 | 1 2 3 4

2 || (252) (4:3) | (151) | (3;2) | (231) (6:4)

3 (3;2) | (1;1) (1) (4;2)

5 || (1;1) (1) | (9:4) (3;1)

6 (2;1) (5;2) (3;1) | (10;4)

( Tovébbi adatok: = 79. oldal)
3.7.3. 22 — Dy? =1 els6 megoldasai

D=2 (3;2) D=5 (9;4) D=7 (83) D =10 (19;6)
D=3 (2;1) D=6 (52) D=8 (3:1) D=11 (10;3)

( Tovébbi adatok: = 80. oldal)
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@‘asznosségok Nevezetes egyenl6tlenségek Egyenl6tlenségek

4. Egyenlotlenségek

4.1. Nevezetes egyenl6tlenségek . . . . . . . 22 - Két sorozatra . . . . ... .. 26
4.1.1. Bernoulli-egyenlétlenségek . . . . 22 - T6bb sorozatra . . . ... .. 26
4.1.2. Carleman-egyenl6tlenség . . . . . 22 4.1.14. Schur-egyenl6tlenség . . . . . . . 26
4.1.3. Cauchy-Schwarz-egyenlétlenségek 23 4.1.15. Szdmtani-mértani egyenlétlenség 26
4.1.4. Csebisev-egyenl6tlenség . . . . . 23 4.1.16. Szamtani-mértani egyenlétlenség,
4.1.5. EV-egyenlétlenség (Equal Varia- silyozott forma . . . . . ... .. 26

ble Theorem) . . . ... ... .. 23 4.1.17. Szamtani-mértani egyenlétlenség,
4.1.6. Hilbert-egyenlGtlenség . . . . . . 24 csaldd . . . ..o 26
4.1.7. Holder-egyenlGtlenségek . . . . . 24 - Harmonikus kézép . . . . .. 26
4.1.8. Jensen-egyenlGtlenségek . . . . . 24 - Mértani kézép . . . . . .. .. 26
- Konkav figgvény . .. .. .. 24 - Szamtani kézép . . . . . . .. 26
- Konvex fiiggvény . . ... .. 24 - Négyzetes kozép . . . . . . .. 27

4.1.9. Minkowski-egyenl6tlenség . . . . 25 4.1.18. Szamtani-mértani egyenlotlenség,
4.1.10. Muirhead-egyenl6tlenség . . . . . 25 fliggvény alapon . . . . ... .. 27
4.1.11. Nesbitt-egyenl6tlenség . . . . . . 25 4.1.19. Young-egyenlétlenség . . . . . . 27
4.1.12. Popoviciu-egyenl6tlenségek . . . 25 4.2. Megoldasi technikdk . . . . .. ... .. 27
- Konkav figgvény . . ... .. 25 4.2.1. Ismert egyenlGtlenségek . . . . . 27
- Konvex fuggvény . . ... .. 25 4.2.2. Algebrai helyettesitések . . . . . 28
4.1.13. Rendezési egyenlGtlenségek . . . 26 4.2.3. Trigonometrikus helyettesitések . 28

4.1. Nevezetes egyenlotlenségek

4.1.1. Bernoulli-egyenlétlenségek

1. Legyen r € N; x > —1 valds szam
(1+z) >14rz

Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha r =0

2. Legyenr € N; x € R
(14+2)* >1+2rz

Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha r =0

4.1.2. Carleman-egyenl6tlenség

Legyen n € NT; aq,as, ... ,a, > 0 valds szdmok

a1 + +/aiaz + Yarazas + ... + Yajaz...an, < e(a;+az+ ...+ ay)

Egyenloség akkor és csak akkor, ha a1 = ay = ... = a, = 0.

( e = Euler konstans = 73. oldal)
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@‘asznosségok Nevezetes egyenlStlenségek.1 Nevezetes egyenlotlenségek

4.1.3. Cauchy-Schwarz-egyenlotlenségek

1. Legyen n € NT; aj,as, ... ,an; bi,ba, ... ,b, valés szdmok

\/a% +a3+..+ak- \/b% + b3 + ... + b2 > (a1by + agbs + ... + anby)

vagy
(a% +ai+.. + ai) (b% + 03+ ..+ bi) > (arby + agby + ... + anbp)?
Egyenléség akkor és csak akkor, ha % = “—5 =.=3
2. Engel forma, Titu lemma: Legyen n € N™; ay,as, ... ,an; bi1,ba, ... ,b, > 0 valds szdmok
aj_'_aj_i_ +% N (a1+a2+...+an)2
b1 by bn = bi4+by+ ...+ b,
Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha % = a—; =..= Z—Z
3. Legyen n € NT; aq,a9, ... ,an; bi,ba, ... ,bp, > 0 valés szdmok
@ e an L (a1+a2+ +an)2
b% b% b% “ay+ax+...+ay by b by
Egyenloség akkor és csak akkor, ha by = by = ... = b,
4. Legyen n € NT; ay,as, ... ,an; by1,ba, ... ,by > 0 valés szamok
a;  as an (a1 + ag + ... + an)?
- W
by by bn, airbr + agbs + ... + anby,
Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha by = by = ... = b,

4.1.4. Csebisev-egyenlotlenség
Legyen n € NT a1 > as > ,... > a, > 0; by > by > .. > b, valds szamok

aiby + asbs + ... + anby, > a1 +as+...+ay . b1 +by+ ...+ by > arby, + agbp—1 + ... + apby

n n n n

P , al _ az __ __ Gn
Egyenléség akkor és csak akkor, ha = e = =

4.1.5. EV-egyenl6tlenség (Equal Variable Theorem)

Legyen
ne Nt >2 aa9, ... ,an >0; z1,29, ... ,op>0; p#£qER

valos szamok igy. hogy
+ab+. .+ =d+adl+..+d

és
i+ 2l4+ +2l =al +al+ .. +al

(ha p vagy q nulla, akkor xjz2...2, = ajaz...ap).
Legyen f (x) differencidlhaté fiiggvény a a pozitiv szaimokon gy, hogy

g(x)=arif (x77)
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@‘asznosségok Nevezetes egyenlStlenségek.1 Nevezetes egyenlotlenségek

szigoruan konvex fiiggvény., valamint legyen

Fy, (z1,x9,....2pn) = f (1) + f(22) + ... + [ (2n)
Ha pq < 0, akkor

- F minimalis esetében 21 < 29 =23 = ... =z,
- F maximaélis esetében 21 = 29 = ... = 5,1 < Xp,
Ha p > 0, ¢ > 0, akkor
- F minimalis esetében 0 =21 =22 = ... = 231 < 2 < X1 = ...xp ahol 1 <k < n
- F maximaélis esetében 1 = 29 = ... = 51 < Tp,
Hap<0,¢g<0
- F minimalis esetében 1 < a9 =23 = ... =z,

4.1.6. Hilbert-egyenlotlenség

Legyen ai,a9,a3, ... ; b1,b2,b3, ... > 0 valds szamok,

>y

ko a2 b2
=1 k= 1n+k \nzjl \kz:l

4.1.7. Holder-egyenl6tlenségek

1. Legyen ay,as, ... ,an; b1,ba, ... b, valés szamok, p,q > 1; +=-=1

1
P

{/af +ab+ ... +adh- (‘/b? +bd 4+ ...+ bE > arby + agby + ... + anby,

" s 3 ay __ a2 __ _a
Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha gt =32 = ... ==

2. Legyen aq,as9, ... an, bl,bg, RN

Mg, Mp, - ..My, mi—’_

/A1 4 o ¥ G YL A e A Dy 2L F o+ 2 > a1 " 2+ " b T 20

Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha a megfelel§ szamok aranya megegyezik.

NG eeee 21522, -oe 32p > 0 és
—+ ... mi = 1 valés szamok, m; € RT;
z

4.1.8. Jensen-egyenlotlenségek

1. Legyen aj,as,...ay € [a,b] valés szamok, f (z) konkav fuggvény ezen az intervallumon

f <a1 +az + ... +an) > flar)+ f(a2) + ...+ f (an)

n n
Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha a1 = as = ... = ay
2. Legyen aq,as,...a, € [a,b] valds szdmok, f (x) konvex fiiggvény ezen az intervallumon
f<a1+a2+ ) (a1) + f (a2) + ... + f (an)
n
Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha a1 =as = ... = a,
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@‘asznosségok

Nevezetes egyenlStlenségek.1 Nevezetes egyenlotlenségek

4.1.9. Minkowski-egyenlotlenség

Legyen n € NT; ay,as, ... ,an; by,ba, ... ,b, valds

szamok

\/a%+a§+...+a%+\/b%+b§+...+b%

a __

Egyenloség akkor és csak akkor, ha =

a2
bo

4.1.10. Muirhead-egyenlétlenség

Legyenn € N*; a; >ap > ... > an; by > by > ...

> \/(al +b1)% + (ag +b2)* + ... + (an + by)?

> by, valés szamok, valamint

ap = b
a1 +ay > b+ by
ar +az+a3 > by +by+0b3
ai+as+...+ap—1 > by +by+...+by_1
a1+a+..+a, = by+by+ ..+,
akkor tetszéleges pozitiv x1,z9, ... ,T, valé szdmok esetén
Z xtag? x> Z R
sym sym
Egyenloség akkor és csak akkor, ha 1 =xz0 = ... = x,,
4.1.11. Nesbitt-egyenlotlenség
Legyen a,b,c > 0 valés szdmok
a n b . c S §
b+c c+a a+b™ 2

Egyenloség akkor és csak akkor, haa =b=c

4.1.12. Popoviciu-egyenlétlenségek

1. Legyen z,y,2 € [a,b]; p,q,r € R valés szdmok, f (z) konkav fiiggvény ezen az intervallumon

pf (@) +af () +7f () + (0 +g+7) f (Pfetr) >
> (p+a) f (B) + (g +7) f (22) + (r+p) £ (2222

EgyenlGség akkor és csak akkor, ha x =y =z

Ha p = ¢ = r. akkor

F@)+ £+ f ()3 (TR 2 2p

Z+x
2

Y+ z
2

r+y
2

o (157) or(59)

2. Legyen z,y,z € [a,b]; p,q,r € RT valos szamok, f (z) konvex fliggvény ezen az intervallumon

prtqy+rz

pf (@) +af (9) +7f (2) + (p+q+7) f(EELE=) <
<(+a) F(B) + (a+7) F (92) + (r+p) £ (222)
Egyenléség akkor és csak akkor, ha x =y = 2
Ha p = ¢ = r. akkor
r+y+z T4y y+z Z4x
F@)+ £+ £ @)+ (TUEE) <o (5 war (L5 ) war (5
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@‘asznosségok Nevezetes egyenlStlenségek.1 Nevezetes egyenlotlenségek

4.1.13. Rendezési egyenlotlenségek

1. Legyenn € NT; a1 > as > ... > an; by > by > ... > b, valds szdmok, valamint cy,co, ... ,¢, szdmok
a by,bo,..bytetszéleges permutacidja
a1by, + asbp—1 + ... + apb1 < ajer + agex + ..+ apcy, < arby + asbs + ...+ anby,

2. Legyenn € N*; a1 > ag > ... > ap; by > by > ... > by ... Z1 > 29 > ... > z, valos szamok,
valamint a *-gal jelolt sorozatok az eredeti egy tetszdleges permutacidja

a1by..z] + agbs..z5 + ...+ apby.....zy < aiby..zy + agba..zo + ... + apby.....zy

4.1.14. Schur-egyenlétlenség
Legyen a,b,c > 0; r > 0 valds szam
a (a—b)(a—c)+b" (b—c)(b—a)+c" (c—a)(c—0b) >0

Egyenloség akkor és csak akkor, haa=b=cvagya=b,c=0vagya=c, b=0vagy b=c, a =0.

4.1.15. Szamtani-mértani egyenlotlenség
Legyen n € NT; ay,as, ... ,a, > 0 valés szdmok

a1 +as+...+ap
n

Yaijas...a, <

Egyenloség akkor és csak akkor, ha a; = as = ... = a,

4.1.16. Szamtani-mértani egyenlotlenség, siulyozott forma
Legyen n € NT; aq,as, ... ,a, > 0 valés szdmok, my,ma, ... ,m, € NT

mial + meag + ... + Mpay
mi1+mo + ... +Mmy

mi+mo+...+m amlamg amn <
1ra2..a”
Egyenloség akkor és csak akkor, ha a; =as = ... = a,

4.1.17. Szamtani-mértani egyenlotlenség, csalad

Legyen n € NT; ay,az, ... ,a, > 0 valés szdmok

Harmonikus k6zép

Mértani kozép
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@‘asznosségok Megoldési technikdk 4.2 Megoldasi technikak

Szamtani kozép
ar+ag+ ...+ ap

n

Négyzetes kozép

\/a%—i—a%—&—...—i—a%
n

. n ap+as+...+a a?+a2+..+a2
min (a;) < 5 T T < Y/a1az...a, < ! 2 < L 2 < max (a;)
=4 =4+ = n n
ai az Qn
Egyenloség akkor és csak akkor, ha a; =as = ... = a,

4.1.18. Szamtani-mértani egyenlotlenség, fiiggvény alapon
Legyen a1,as, ... ,ap > 0; n € N* szdmok.
1
af+af+..4+af \ =
fla) = (71 g ) 70
Yaias...an =0

fiiggvény, ami folytonosn € NT; a1,as,...a,, > 0 és szigortian monoton névekvd, ha a szdmok kiilonbozéek

4.1.19. Young-egyenl6tlenség

Legyen a,b > 0 valés szamok, p,q > 1;

Egyenloség akkor és csak akkor, ha aP = b?

4.2. Megoldasi technikak

4.2.1. Ismert egyenlotlenségek

1. Legyen a,b,c valés szdmok
aA?+ b+ >ab+be+ca

Egyenloség akkor és csak akkor, haa=0=c
2. Legyen a,b,c valés szamok, melyekre ab + bc + ca > 0
a’? 4+ b + 2
ab+bc+ca —
Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha a =b=c¢
3. Legyen a,b,c valés szamok, melyekre a + b+ ¢ # 0
a’? 4+ b? + 2 S 1
(a+b+¢)? 3
Egyenloség akkor és csak akkor, haa=0=c¢
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@‘asznosségok Megoldési technikdk 4.2 Megoldasi technikak
4. Legyen a,b,c valés szamok,
3(a> 02+ ) > (a+b+e)
Egyenl6ség akkor és csak akkor, haa =b=rc¢
4.2.2. Algebrai helyettesitések
1 1 1
1. zyz =1 T=—; Yy=-; 2= — abc =1
a b c
2. zyz =1 ng; y:g; z:f
q T p
11 1 -1 -1 -1
3. -+ -—+-=2 a:a? : b_y ; c:Z = a+b+c=1
x Yy z x Y z
1 1 1 1 1 1
4., —+—-+-=2 a= a: ;b= Y ; c= z = - +-4+-=1
r Yy =z r—1 y—1 z—1 a b ¢
4.2.3. Trigonometrikus helyettesitések
L2 +y%=1 T =sinw; y = cos«
2. 1+2° r=tga = 1+tg%a= 5
cos? a
3. a2 r=tga = m:cos «
4. 1 2 =t = 14 tol2 =
vVi+zx T g vV1I+tg®a "
5 L t = !
L —— T =tga ———— =cos«
V14 x? 8 V1+tgla
6. x+y+z2=u2xyz r=tga; y=tgh; z=tg~y a+p+y=m
7. v2+y+z=maxyz x:ctg%; y:ctgg; z:ctg% at+p+y=m
11 1 1 o
8. —+—-—+—-—=— x:tg—;y:tgé;z:tgl at+fB+y=m
r Yy z XYz 2 2 2
9. zy+yz+zx=1 x:tg%; y:tgg; z:tg% at+fB+y=m
10. zy+yz+zx =1 r=ctga; y=ctgh; z=ctgy a+fB+y=m
T (a) , 2t 1—t? . 2t
L t= = sinae = ——; cosa = —; tga =
&\2 1+ T+ BT
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5. Geometria

5.1. Tételek . . . . ... ... ... ... . 29 5.1.25. Varignon-tétel . . . .. ... .. 35
5.1.1. Brahmagupta-tétel . . . . . . .. 29 5.1.26. "Névtelen” allitasok . . . .. .. 35
5.1.2. Bretschneider-tételek . . . . . .. 29 5.2. Geometriai egyenlStlenségek . . . . . . . 35

- Egy négyszog tertilete . . . . . 29 5.2.1. Erdés-Mordell-egyenlétlenség . . 35
- Tetszbleges négyszogree . . . . 30 5.2.2. Euler-egyenl6tlenség . . . . . . . 36
5.1.3. Brianchon-tétel . . . . .. .. .. 30 5.2.3. Haromszog egyenlétlenség . . . . 36
5.1.4. Ceva-tétel . ............ 30 5.2.4. Mitrinovic-egyenl6tlenség . . . . 36
5.1.5. Ceva-tétel tfigonometrikus alakja 30 5.2.5. Padoa-egyenlStlenség . . . . . . . 36
5.L6. Desargues—t:etel """"" 30 5.2.6. Ptolemaiosz-egyenlétlenség . . . 36
5.1.7. Descartes-tétel . ......... 31 5.2.7. Weitzenbock-egyenlétlenség . . . 36
S0 Ferbaaicker 0 5 28 “Névtclen” egyenlitlenstgek . 37
, 5.3. Haromszog . ... ... ... .. .... 37
51.10. Feuerbach-tétel . . ... .. ... 31 5.3.1. Haromszogekre vonatkozo6 6sszefiiggések 38
5.1.11. Gergonne-pont . . . . ... ... 32 , . . ) .
5.1.12. "Kotangens-tritkk” . . . . . . . 39 5.3.2. Haromszogek teriiletképletei . . . 43
5.1.13. Menelaosz-tétel . . . . . . .. .. 32 5.3.3. Haromszog nevezetes pontjainak
, tavolsaga . . . . . .. ... ... 44
T Nl B 54 Trigonometria . . 15
5.1.16. Pappos-tétel . . . .. ... ... 33 5.4.1. Trigonometrikus osszefiiggések . 45
5.1.17. Pascal-tétel . . . . ... .. ... 33 54.2. Szbgek pontos trigonometrikus
5.1.18. Pitagorasz-tétel, dltaldnositds . . 33 ertékei . ... 48
5.1.19. Ptolemaiosz-tétel . . . . . . . . . 33 5.4.3. Trigonometrikus értékek sorozata 50
5.1.20. Reuschle-tétel . . . . . ... ... 33 5.4.4. Trigonometrikus osszegek . . . . 5l
5.1.21. Routh-tétel . . . . . . . . .. .. 34 5.5. Vektorok . . ... ... ... ... .... 51
5.1.22. Routh-tétel dltalanositdasa . . . . 34 5.5.1. Haromszog egyenl6tlenségek . . . 51
5.1.23. Simson-(Wallace) egyenes . . . . 35 5.5.2. Haromszog . . .......... 51
5.1.24. Stewart-tétel . . . .. ... ... 35 5.5.3. Négyszog . . .. ... ... ... 52

A ko6z0lt azonossagok, Osszefiiggések csak a benniik szerepld kifejezések értelmezése esetére vannak
felirva, ezt kiillon nem jelezziik

( Jelolések: = 7. oldal)

5.1. Tételek

5.1.1. Brahmagupta-tétel
Egy harnégyszog teriilete

a+b+c+d
TABCD:\/(s_a)(s_b)(s_c)(s_d) S= o
5.1.2. Bretschneider-tételek
1. Egy négyszog teriilete:
b d
TABCD:\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)—abcd-cost> s:¥

ahol ¢ két szemkozti szog Osszegének fele.
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d
2. Tetszlleges négyszogre igaz: a »
c
2 f2=a® 2 +v* d®—2abed - cos
b

D

ahol ¢ két szemkozti szog Osszege.

5.1.3. Brianchon-tétel

Egy kupszelet koré irt hatszog szemben leve csiicsait 0sszekoto egyenesek egy ponton
mennek at. (lasd dudlisat: Pascal-tétele)

( Pascal tétel: = 33. oldal)

5.1.4. Ceva-tétel
Ha az A BC héromszog oldalegyenesein C' € AB, B' € CA, A’ ¢ BC az AA’,
BB’, CC’ egyenesek akkor és csak akkor metszik egymast egy pontban, ha
) ’
B
A C

AC' BA' CB'
C'B AC BA~

5.1.5. Ceva-tétel trigonometrikus alakja A
Ha az A BC haromszog oldalegyenesein
C'€¢ AB, B e CA, A' € BC
az AA’, BB’, CC"’ egyenesek akkor és csak akkor metszik egymast egy

pontban, ha
sina; sinf; siny

; - ; =1
sinas sinfy sinvys

5.1.6. Desargues-tétel

Ha két haromszog egy pontra nézve perspektiv, akkor egy
egyenesre nézve is perspektiv és viszont.
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5.1.7. Descartes-tétel ko
Ha négy kor olyan elhelyezkedésti, hogy paronként érintik kiviilrél /
egymast, akkor a korok sugaraira A

<\,

<1+],+1_+1>2_ (1+_1+],+1)
N N R

Ha négy kor olyan elhelyezkedésii, hogy paronként érintik egymast gy,
hogy az egyikiik tartalmazza (k4) a tobbit, akkor a korok sugaraira

1 1 1 1\2 1 1 1 1
<++—>:%2+2+2+2) A
T 7‘2

T T2 T3 T4 1 ry T

5.1.8. Euler-egyenes

A haromszog

- magassagpontja

- a stulypontja

- a koré irhaté kor kézéppontja
egy egyenesen van (Euler egyenes)
OS:SH=1:2

5.1.9. Feuerbach-kor

Az ABC haromszog kovetkez6 3 x 3 pontja):
- oldalfelez6 pontjai
- magassaganak talppontjai
- cstics és a magassagpont felezépontja

egy koron vannak.

5.1.10. Feuerbach-tétel

A haromszog Feuerbach kore érinti a beirt (Feuerbach pont)
és a hozzairt koroket
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5.1.11. Gergonne-pont

A
Haromszogbe irt kor érintési pontjait a szemkozti csticesal Gsszekotd
szakaszok egy ponton mennek at.
Ugyancsak egy ponton megy at az a harom szakasz, melyeket gy ka-
punk, hogy a haromszog valamelyik hozzairt korének harom érintési
pontjat osszekotjilk az oldalegyenessel szemkozti cstuccesal. B
C

5.1.12. "Kotangens-triikk”

Ha az A BC haromszogben P € BC' akkor \
BC -ctgyp = BP -ctgy — PC - ctg 8
és d0
BP -ctga; = BC - ctga+ PC - ctg 8 P c
5.1.13. Menelaosz-tétel
Ha az A BC haromszog oldalegyenesein (szakaszok el&jelesek)
C'e€e AB, B e CA, A' € BC o \
akkor és csak akkor kollinedrisak (egy egyenesen levok), ha B
AC’ . BA’ _ CB’ _ 1
C'B A'C B'A
A

A/
C

5.1.14. Morley-tétel
Haromszog szomszédos szogharmadoldinak metszéspontjai szabalyos
haromszoget hataroznak meg.

3 B

5.1.15. Nagel-pont

Héaromszog hozzairt koreinek érintési pontjait a szemkozti

/A
csuccesal 0sszekot6 szakaszok egy ponton mennek at. .

C
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5.1.16. Pappos-tétel

Ha A, C, E pontok egy egyenes harom pontja, B, D, C
F egy masik egyenes harom pontja, akkor AB és DE
metszéspontja, CD és FA metszéspontja, valamint EF és

BC metszéspontja szintén egy egyenes harom pontja. B

5.1.17. Pascal-tétel

Egy kupszeletbe irt hatszog szembe levé oldalainak metszéspontjai
egy egyenesre illeszkednek.

( Brianchon-tétele = 30. oldal)

5.1.18. Pitagorasz-tétel, altalanositas

Ha ABC hegyesszogii haromszog oldalainak hossza (a szokott jelolésekkel)
a,b,c és p az AC oldal merdleges vetiilete a BC-re, akkor
02:a2+6272ap. b
Ha ABC tompaszogli haromszog oldalainak hossza (a szokott jelolésekkel)
a,b,c és ¢ a tompaszoggel szemkozti oldal, valamint p az AC oldal merdleges p
vetiilete a BC-re, akkor a C
c? = a® + b + 2ap.

5.1.19. Ptolemaiosz-tétel D

Az ABCD hurnégyszogben
AC-BD =AB-CD+ AD - BC

5.1.20. Reuschle-tétel

Az ABC haromszog Ceva-féle AA,, BB;, CC; szakaszaira, az A By C; haromszog koré irt kore és az
a, b, coldal Ay, By, Cs metszéspontjaira, az AA>, BBy, CC, szakaszok egy ponton mennek at.
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5.1 Tételek

5.1.21. Routh-tétel

Az ABC haromszog BC, C A és AB oldalain adottak rendre a L,
M és N pontok ugy, hogy

BL CM AN

0~ MATY NB T

Az AL; BM és C'N egyenesek altal kozrezart haromszog teriiletére

ABC T Y+ Dy +y+1) (zy+2+1)

TaBc

5.1.22. Routh-tétel altalanositasa

Altalanositas 1.
Az ABC haromszog BC, C A és AB oldalain adottak rendre a L,

M és N pontok igy, hogy

BL CM AN
. gy

e~ mMmA~ Y NB
Ekkor
ryz + 1

TT D F1) (1) LABC

Trun = (

Altalanositas 2. Az ABC haromszég BC, CA és AB oldalain
adottak rendre a L, M és N pontok ugy, hogy

BL CM AN _
c U mAa Y NBTF
Ekkor .
Tapp = —— .
ABB IL’y—FIL‘—Fl ABC

Altaldnositas 3. Az ABC héromszog BC, CA és AB oldalain
adottak rendre a L, M és N pontok gy, hogy

BL CM AN _

c Y mAa Y NBT?
Ekkor .

Tvpp = ——— . T

NBL = XD (@+1) "48¢

C
y-MA
M
L
o B x- LC
A N B
z-NB
o
y-MA
M
L
z- LC
A B’
A N B
z-NB
C
y-MA
M
L
o B x- LC
A N B
z-NB
C
y-MA
M
L
o = x- LC
A N B
z-NB
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5.1.23. Simson-(Wallace) egyenes

Egy haromszog koré irt korének tetszoleges pontjanak a haromszog ol-
dalegyeneseire es6é meroleges vetiiletei egy egyenesen vannak. Fz az egye-
nes a Simson-(Wallace) egyenes.

5.1.24. Stewart-tétel d

Ha M az ABC haromszog BC oldalanak egy tetszoleges belsé pontja,
akkor
AB? . MC + AC? - BM = AM? - BC + BM - MC - BC

5.1.25. Varignon-tétel

Tetszoleges négyszog oldalfelezé pontjai paralelogrammat hataroznak meg.

5.1.26. "Névtelen” allitasok

1. Adott tertiletii hairomszogek koziil a szabalyos keriilete a legkisebb.

2. Adott keriiletii haromszogek koziil a szabalyos teriilete a legnagyobb.

3. A héromszog hozzairt korei kbzéppontjai dltal meghatérozott haromszog koré irhaté kor sugara 2R.

4. A haromszog hozzairt korei kozéppontjai altal meghatarozott haromszog magassagpontja I, ma-
gassagvonalai pedig az eredeti haromszog szogfelezoi.

5. A haromszog hozzairt korei kézéppontjai altal meghatarozott haromszog csiicsai és 1 tavolsagat
felezi a koré irt kor.

¢ . /7 PSR T s sz ¢ ¢ . . . ot BHy vta

6. A hdromszog hozzairt korei kozéppontjai altal meghatdrozott haromszog szogei: 5=, =51, 5=

7. Ha valamely haromszogben a szogek tangensei szamtani sorozatot alkotnak, akkor a kétszeres szogek
szinuszai is szamtani sorozatot alkotnak.

5.2. Geometriai egyenlotlenségek A

5.2.1. Erdés-Mordell-egyenlétlenség

Az ABC haromszégben egy tetszéleges belsé P pontra, ahol P meréleges
vetiilete a BC oldalra A’, az AC oldalra B’, az AB oldalra C’,

Cl

A/
PA+ PB+ PC >2(PA' + PB + PC') “

Egyenloség akkor és csak akkor, ha a=b=c és P a kozéppontja.
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5.2.2. Euler-egyenlétlenség

Minden haromszégben

Egyenloség akkor és csak akkor, ha a =b=c¢

5.2.3. Haromszog egyenldtlenség

Legyen a,b,c egy haromszog oldala, ekkor teljesiilnek a

a+b>c b+ec>a c+a>0b

5.2.4. Mitrinovic-egyenlétlenség

Minden haromszégben
2772 < 52 < %RQ

Egyenloség akkor és csak akkor, ha a=b=c

5.2.5. Padoa-egyenlotlenség
Legyen a,b,c egy haromszog oldala
abc > (a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)

azaz

abc > 8(s—a)(s—b)(s—c)
Egyenloség akkor és csak akkor, ha a=b=c

5.2.6. Ptolemaiosz-egyenlo6tlenség A
Az ABCD négyszoghben b

AC-BD < AB-CD+ AD - BC

Egyenloség akkor és csak akkor, ha a négyszog hirnégyszog. c

5.2.7. Weitzenbock-egyenlotlenség

Minden haromszégben
a? + 0%+ > 4V3 - Tape

Egyenloség akkor és csak akkor, ha a szogek megegyeznek, azaz a haromszog szabalyos.
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5.3 Haromszog

5.2.8. "Névtelen” egyenlotlenségek

1. Hegyesszogii haromszogre: s > 2R+ r
Derékszogii haromszogre: s = 2R 4 r
Tompaszogt haromszogre: s < 2R+ 1

3
2. cosa+cosﬁ+cosy§§ = a=p=~=060°
2
. . . <7 frnd frnd g g °
3. cosa - cosf COSY < 5ra & a=p=v=60
1 o
4. cosa~cosﬁ-cosygg == a=L0=v=060
3v3
9. sina+sinﬁ+sin7§\2[ = a=f=~v=060°
6. sin = - si inl <. & 3 60°
.s8in—-sin=-sin—- < = = a=8=~=
g Mg My =g 7
3
7. sin%+sin§+sin%§§ =& a=p8=~v=060°
8. a>+ b2+ 2 <9R? == a=b=c
9. a®> +b> + ? < 8R? + 412 =& a=b=c
T 3 kV3
10. r < ABC\[g VSR .
3 4 2
9
11. 97“Sma+mb+mcéfa+fb+fc§8a+55+sc§§R =& a=b=c
3
12. 277"2gmz—km%—kmggff—kff—kff§82§82+sg+83§1<a +b2+c2)<—R2 =&
a=b=c
3. fat fotfe<rat+ry+re<r+4R =& a=b=c
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
4 ~=—+—t+—=—F—+—2>F+oF+->—+—+—>= = a=b=c
r Ta ) Te Mg, mp me Ja fo fe Sa Sp Sc R
15. mg +mp +me < 2R+ 5r =& a=b=c
16. s> < 4R% + 4Rr + 312 == a=b=c
b 2 2 (a2 + b2 2
17. r22(a+ +¢) — (40" + ) =& a=b=c
12 9
18, COSO.é . cosﬁ' . cosry‘ <3 R G b
sinf-siny  siny-sina  sina-sin S
o s s Y Y a1
19 162 % 1022 11022 1027 1102 ) 102 % s 2 _ — b=
dlgTy ey ey ey ey ey 2 g - ¢
20. IS <+\/R-(R-2r) =& a=b=c

5.3. Haromszog

A geometria leirdsdhoz hasznalt jelolések a szokédsosak (A cstcsndl o/, vele szemben a oldal taldlhatoé...),

ettdl eltéréek megtekinthetok a 7. oldalon.
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5.3 Haromszog

5.3.1. Haromszogekre vonatkozo osszefiiggések

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

at+pf+y=m
2R = -
S ¢«

A =a’>+b>—2-a-b-cosy

a®+b% — 2
cosy = ——
" 2-a-b

-8B
a—b:th‘T
+8

a-+b cosa—gﬁ
c cos 5=
a—b_sin#
¢ sin %8

a

a

a

2
ccosB+b-cosa=c

a? — b2

Cc

-cosfB—b-cosa =

b2 — a?
-cosa—b-cosff =

- COS Y

cosa + cos B -cosy =sin [ - sin~y

n 5 b-c
cosa+cosB-cosy = ———
TTLIR
2
a-cosa—i—b-cosﬁ—i—c-cosy:E-TABC
2
a~cosa+b-c0s6+c'cos7:Rus-r
+b-cosf+ a-b-c
a - cos o - cos c-cosy =
TT R

a

—a-cosa+b-cosf+c-cosy=4-R-sina-cosf-cosy

r

-cosa+b-cosf+c-cosy=4-R-sina-sinf-siny

8]
(s —a) 85

S

_\/(s—a)-(s—b)-(s—c)

7“:4-R-sin%-sin§-sinl

2

«
s:4-R-cos§-cos—-cosl

el
T =8-tg

2 2

2
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5.3 Haromszog

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.
37.
38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

ra_\/s-(s—b)‘(s—c)

s—a

e B Y
=4 R- = [t 7
T R st C082 0052
Sma:\/(s—b) s—c)
b-c
cos§: s E)s.;a)
e (s=b)-(s—c¢)
t —_ =
&9 \/ s-(s—a)

o
sina—l—sinﬁ—i—sin’y:él'cosg-cos§-cos%

. . . S
sina +sin 8 4 siny = i)

o
—Sina+sinﬁ+sin7:4-cos§-sin§-sin%

cosa+cosﬁ+cosv:1+4-sin%-sin§-sin%

r
cosa—l—cosﬁ—l—cosyzl—i—ﬁ

cosa—cos[i’—cosyz1—4-sing-cos§-cos%

Ta
cosa—cosﬁ—cos*yzl—ﬁ

sin?a +sin? 8 +sin®?y =242 - cosa - cos 3 - cosy

sin® o+ sin? f —sin?y = 2 - sina - sin § - cosy
coszoz—i-coszﬁ—i—cosQ'y: 1—2-cosa-cosf-cosy
sin2a 4+ sin28 +sin2y =4 -sina - sin § - sin~y

cos2a + cos 23+ cos2y = —1—4-cosa-cosf-cosy

sin2%+sin2§+sin2%:1—2-sin%-sin§-sin%
COSQ%—i-COSgg-FCOSQ%:2+2~Sin%-sin§-sin%
tga+tgB+tgy=tga-tgp - tgy

a a B v
. = _. L [ =1
tg2 tg2—|—tg2 tg2—|—tg2 tg2

ctga-ctgf+ctgf-ctgy+ctgy-ctga=1

a B 0 o B 04
te — +cte = +ctg - = ctg — - ctg = - ctg —
ctg 5 +ctg o ety o = ctg o -ctg o - ctg o

a-ctga+b-ctgf+c-ctgy=2-(4-R+r)
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5.3 Haromszog

47
48

49.

50.

o1.

52.

53.

54.
55.
56.
o7.
58.
59.
60.
61.
62.

63.

64.

65.
66.
67.
68.

69.

70.

71.
72.
73.

74.

4-R%* cosa-cosf-cosy=s>—(r+2-R)>
b-c-cosa=s-(s—a)—(s—0b)-(s—c)

a—f a-b v

sin = CcoS —
2 c 2
a—p a+b 7y
Cos = —— -sin —
2 c 2

a-cos(f—~)=b-cosf+c-cosvy

« 8 s—c
tg— -tg = =
8 T
Q@ 15} r?
tg = - tg = =
SRR (s—a)- (s—0b)

b-c=s-(s—a)+(s—b)-(s—c)
2-R-cosa=2-R+r—mr,
boc=s>+12—4-R-r,
s2=2.7-(6-R—r)

s —a-(b+c)=(s—a)

Ta-Tpb=5-(s—c)
a-b+b-ctca=s+r*+4-R-r

a2+ +ct=2-5°-2.r -8 R-r

a? 4+ b+ =4-Typc - (ctga + ctg B + ctgy)

a3+b3+63:2-3-(32—3-7“2—6-R~7'>

a4—|—b4+c4:2-(54—6-r2'52—8-32'R-T+8~R‘r3+16-R2-r2+r4)

T +Tmp+r.=4-R+7r

Ta -Th-Te=8 T

2
Ta Tob+Tp Te+Te Tqg =S8

1 1 1 1

—+ -+ ===
Ta Ty Te r

1 1 1 1

Mg My Me T

a-rqo+b-ry+cre=2-5-(2-R—r)
(ra+rb)-(7’b+rc)'(rc+ra):4‘R-32
(ra=1)- (1 —1) - (re—1) =4 - R-1?

1 1 1 1 a24+v2+32
St 5t st s=—FF3—

"2 2.2
re vy re T sc-r
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75.

76.

7.
78.

79.

80.
81.
82.

83. m

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

r-(ra+rb)+rarb:.92—02

mb+mc+mc+ma+ma+mb:6

Ta Tb Tc
Ta'(Tb—i-rc)—rbrC:s-(2-a—s)

rere=(s—5b) (s—c)

a-rqo=25(rqg—r)
Ta Th+7r-1e=a-b

:2\/5-(s—a)-(s—b)-(s—c)

a
a

tz(ﬂ_a>_2'R—a
8\172) 2 R+a

B— S e’

cos = . — sin —
2 2-R-sm%

s+r2+4-r-R

sina-sinf+sinf-siny +sinvy - sina =

4. R?
. in - si s-T
sina-sinf-siny = ———
7T R
2, .2
s“+r
cosoz~cos,6’+cos,8-cosv—kcosy-cosa_m—
s2—(2-R+7)?
4-R?
2:s-71
s2—(2-R+r)?

cosa - cosf-cosy =

tga+tgB+tgy =

4. R?

tga-tgf+tgf-tgy+tgy-tga=1+
S

2:5-7
s2—(2-R+r)?

tga-tgB-tgy =

a 15} v o ore+ry+re
tg = +tge 4tgs =2 LT
g5 Tleg tigy s

e B v 4-R+r
tg = +tgs +tgr = ———
gy tiey tigy s

a B B v v o
A A SIS A |
g5 gy ey tey tigy tgg

o 15} vy oor
to— - to = to £ = —
g8y By Yy T

v

) ) ) .a B . 3o,
sm?’a—l—smgﬁ—i—sm‘gyzfﬂ-sm—-sm—-smf—sm—-sm—

2 2 2

2_(2-R+r)?

3
-sin— +1
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98.

99. s

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

2
sin2aosin26-sin27:( ! )
2 2 2

COSQ§+COSQ§+COSQ% 2+2TR

2 & 9 B 9 B 27

27 «
cos §-cos — 4 cos® — - cos” — + cos” — - cos” — =

2 2 2 2

2
COSQ%‘COSQ§ COSQ%— (4SR>

B (4~R+r>2
t g2 rtg? = ——) -2
g’ 2+ 5t g’ 2 s

o I3 5 Y
tg? = - tg? = + tg? tg? L . tg?
g 5 e+ +g2g

sin(a+ f) +sin(B8+7) +sin(y+ «a) =

=@ w\

sina - sin 8 — cosy = cos « - cos B

1+

s+1r24+8-R-r

22 4+8-R-r

2412 4+2-R-r

cos <o¢;5) - cos <ﬁ;7> - cos ('y;a) =

a-tg%+b-tg§+c-tg%:2'(2-R—7")

Al +BI+CI—s
tg < +tg5+tg1
1 4 4 r

Al + BI +CI
ctg & —I—ctgf—i—ctg% + r+ +s

AH? ‘tga+ BH? -tgB+CH? -tgy=4-5s-r

@ B ol
1 1 1 COS 5 CoS 5 COS 3

YT TR TR TR

a- coszg—i-b cos g—i-c cos 5 =s+ I

(b—l—c)-cosgg+(c+a)-c052§+(a+b) cos” —

a-tgl+b-tgdtctgl _

sin? g+ sin? g + sin? %

sin a 4 sin 5 — siny

sina +sin 8 +siny &5

27 TaBc

8- R?

=3-s

16 - R?
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5.3 Haromszog

5.3.2. Haromszogek teriiletképletei

1.

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

a-m
Tapc = 2“

a-b-sin
-TABC:%

a? -sin B - siny
Taopc = ———7

2-sin«

a-b-c
. Tapc = 1R
TABC:2-R2-Sina-sinB-sinfy

1
Tic = 3 RZ. (sin 2« + sin 23 + sin 27)

1
TABc:5-R~(a-cosoz+b-cosﬁ+c-cosy)
TAB():\/s-abc-sing-sing-sin;l

s 2 2 2

TABc:\/S-(s—a)-(s—b)'(s—c)
Tapc=s"T

Tapc = (s—a)- 1,

Tapc =T Ta T6 Tec

« I} ~y
T — 2. cto— - cte = - cto —
ABC =T ng Cg2 Cg2

o B
Tapo =12 - (ctg 3 +ote s +ote ;)

2 2 2
_ 1 2 2 2
TABC—4' a“-ctga+b°-ctg S+ ¢ - ctgy
2
’
Tapc =
tg 5 tes a3
o By
Tapc =712 -ctg - -tg = -tg —
ABC Ta0g2 g2 g2
B y
tg 5 -tg o
Tapc =12 —2 2
a tg%
1
Tipc =5 (sa-si+sp-se+sise) =g (shtshtsi)

2

9
1 1 1 1 1 1 1
oG d) ()
Tipc Mg My Mg mg My Mg
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5.3 Haromszog

23.

0O 1 1 1

T2 110 2 v
ABC — 16 1 C2 0 (12
1 ¥ a®> 0

5.3.3. Haromszog nevezetes pontjainak tavolsaga

10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

. Sq =

B b2+627a72_\/2~b2+2-62—a2
2 4 2

f_2-b-c a
“T e P9
f_2-b~c s-(s—a)
“ b+c b-c

a \2
= bc- 1=
e (-G
;o 2-b-
Ja= b—cc'Sin%
f/72-b-c (s—=0b)-(s—c)
“ h—c b-c

22 (1-8.sin% sin? . sin?
OI*=R (1 881112 sm2 sm2)

OI?=R*+2-R-r,

0H2=9-R2—2-(82—r2—4-R.T)

052=R2—§-(82—7‘2—4-R~T)
OH =3-08
HI*=2-r*—4-R? . cosa-cosf3 - cosy
HI’=4-R*+4-R-r+3-r* =5
HI*=9-R? — (a® 4 0 + )
HI?=2-12 —4-R% cosa-cosf-cosy

a+b+c_abc
AH BH CH AH BH CH

Amennyiben valamelyik csics kozelebb van a szemkozti oldalhoz mint a magassagpont, akkor a

koztiik 1é6v6 tavolsagot negativ eldjellel kell figyelembe venni.

IN>=6>4+5-72—-16-R-r
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20. OH? = 9R* — (a® +1* + ¢2)

21. IA-IB-IC =4-r*.R

22. a-AI* +b-BI* + ¢- CI? = abc

23. a-AI> +b-BI*’+¢c-CI>=4-R-r-s

24. AI? 4+ BI’+CI?=s*+1—-8-R-r

25. ASQ+BSQ+C’S2:§-(52—r2—4~R-r)

26. a- PA* +b-PB*+c- PC* = (a+b+c)- PI* + abc, P tetszéleges pont

27. 3- (PA2 + PB% + PCQ) =9.PS%+ (a2 + 0%+ 02), P tetszéleges pont

5.4. Trigonometria

5.4.1. Trigonometrikus Osszefiiggések

—_

. sin (£ ) =sina-cosff £ cosa - sin 3
2. sin(a+ f+y) =cosa-cosf-siny+cosa-sinf-cosy+sina - cos - cosy —sina - sin 3 - siny

3. sin2a =2 -sino - cosa

3 3

4. sin3a =3 cos’a-sina —sin®a =3-sina — 4 - sin®

5. sin3a =4 -sin« - sin (60° 4+ «) - sin (60° — «)

3 3

6. sinda =2 -sin2a-cos2a =4-cos’ o -sina — 4 - cos « - sin° «

7. sinba =5 -cost - sina — 10 - cos® a - sin® a + sin® «

8. cos(a+ ) =cosa-cosf Fsina-sinf

9. cos(a+f+y) =cosa-cosf-cosy—sina-sinf-cosy—sina-cosf-siny —cosa-sinf - siny

10. cos2a = cos’a —sina=2-cos?a—1=1—2-sin’a

3 3

11. cos3a = cos®a — 3 -cosa -sina =4 -cos®a — 3 - cosa

4 2 4

12. cosda = cos® 2a — sin® 2a = cos* o — 6 - cos® a - sin? o + sin® &

13. cosha = cos® a — 10 - cos® o - sin? e + 5 - cos a - sin* «
t +t

14 tg (ot f) = —BoE®BS
1Ftga-tgp

15, tg (ot f+y) = BOTBOFIBY —tga-t8f 3y
. 1—tga-tgB—tgB-tgy —tgy tga

2.t
16. tg20 = — 57
1—-tg o
3-tga—tgda
17. tg3a = —————
&oa 1-3-tg?a

ctga-ctgBF 1
ctg Bt ctga

18. ctg(a+ ) =
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ctga-ctg - ctgy —ctga —ctg B — ctgy
ctga-ctg B+ ctg B - ctgy +ctgy-ctga — 1

19. ctg(a+B+7) =

tg?a —1
20. ctg2a = =8 ¢ 2
2-ctga
tg® o — 3 - ct
21. ctgda = —o -2 T84
3-ctgra—1
22. sina+sinﬁ=2-sina;6-cosa;ﬁ sin(a+ ) +sin (o — ) =2 -sina - cos
23. sina—sinﬁzQ-cosa—gﬁ-sina;ﬁ sin (v + ) —sin(a — 8) =2 -cosa -sin 8
24. Cosa—l—cosﬁz2-cosa;ﬁ-cosagﬂ cos (a+ ) +cos(aw— 3) =2 - cosa - cos 3
25. COSQ—COSﬁZQ'SiHa;—B'Sina;B cos (@ — ) —cos(a+ ) =2 -sina-sin 3
sin (a + f3)
26. tgattgf=—"7-—"
cosa - cos 3
sin (8 £ «)

27. ctgatctg = — -
sina - sin 3

98, sm— /1 — cos sin? o — 1 — cos 2«
2
99, cos— /1+cosa cos? o — 1—|—c2os2a

30 1 —cosa 1—cosa_ sin «v
’ 1+cosa  sina  1+cosa

a1 ctgg::t 1—|—cosa:1+‘coso¢: sin o
2 1 — cosa sin av 1 —cosa

1+tgta 9

32. ——— =+t
14 sina &«
t
33. Lzsirﬁa
tga +ctga
34, 1 —sin4a4— cos* a _9.t2q
cos* «

35. 1:sin6a—i—3-sin2a~cos2a+cosﬁa

36. sin®a - (1 +ctga) +cos®a - (1 +tga) =sina + cosa

2

37. (sina+ COSO&)2 =1+ m

38. (sina + cosa)® = 1 + sin 2a

39. tg?a —sin?a =tg2a - sin®a
1

40. tg? a4+ 1= oo
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Trigonometria

5.4 Trigonometria

1
2

41. ctg?a+1=

sin“ «

42. 1+ sina = 2cos? (450 —

43. 1 —sina = 2sin? <450 —

44. 1+ cosa = 2C0$2g

2

45. 1 —cosa = 281112%

46. 1 +tga =

3)
)

V/2sin (45° £ )

COS «x

47. 1ttga-tgp =

48. ctga-ctgfE£1 =

cos (o F B)
cosa - cos 3

cos (a F f)
sinq - sin 3

49. 4-sina-sinf-siny =sin(—a+ B +) +sin(a—+7) +sin(a+ 8 —7) —sin(a+ S+ 7)

50. 4-sina-sin - cosy =cos (—a+ B+ ) +cos(a— B +7) —cos(a+  —7) —cos (a+ S +7)

51. 4-sina-cosff-cosy = —sin(—a+ S +v) +sin(a—F+7)+sin(a+F—7)+sin(a+ 5 +7)

52. 4-cosa-cosf-cosy =cos(—a+ +7v)+cos(a—B+7)+cos(a+—7)+cos(a+ [ +7)

2024. marcius 2.
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Trigonometria
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Trigonometria
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Trigonometria

5.4 Trigonometria

5.4.3. Trigonometrikus értékek sorozata

A tablazatot fiiggdlegesen kell nézni, az egymés alatti értékek alkotnak ”furcsa” sorozatot!

sin Mintazat 1 Mintazat 2 Mintazat 3 cos
92— Vi
0° \f IR . Vi, 90°
\/2— 2+ Y5t
9° . 81°
23
150 w 750
\/2— 2+ 5L
18° 5 72°
22
22,5° \/2f 67,5°
\/2_,/2_\/51
27° 5 2 63°
30° vi_1 \/27\5—1 60°
2 2 2 2
\/2_4/2_\/54-1
36° . 2 540
5 20
45° V2 V2-V0 v 45°
2 2 2
\/2+\/2—V5+1
54° 5 2 36
. Vi |24V 3 :
60 Ve yoT Yo _ Ve 30
2 2 2
242
63° S o770
24/2
67,5° \/2f 22,5°
\/2+\/2+“52—1
72° 5 18°
243
750 u 150
\/2+\/2+“52+1
81° . 9°
1 2+ V4
90° Vi =1 7\/ vi - 0°
2 2
N 24 /n \/2i\/2i\/52ﬂ
9 2 2
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5.4.4. Trigonometrikus osszegek

sin o -sin2a 1 a cos (%00
1. sina + sin2a + sin3a + ... + sinna = 2 2 = —ctg <> R
sin § 2 2s1n (2)
cos ”‘Ha sin oy SN <2n2+104) 1
2. cosa + cos2a + cos3a + ... + cosna = e — - =
sin § 2sin () 2
) -sin3p

3. sina+sin (a+ f) +sin(a+28) + ... +sin(a+ (n—1)5) =

4. cosa+cos(a+ B)+cos(a+28)+ ...+ cos(a+ (n—1)8) =

sin
) 1 2n+1
. . : . sin(n+1)a (n+1)cos(F5=a
5. sina+2-sin2a+ 3 -sinda+ ... + n - sinna = o —
4sin? (%) 2sin ()
(n+1)sin Na—1
6. cosae+2-cos2a+3-cos3a+ ... +n-cosna = (a ) cos(n'—i— )f =
2sin () 4sin? ()
~ n-sin 2"+1a sin § — sin? Fa
= 2
2. smg
Totgat s otgt e e bt e m L e 9 cte2
Ltga+ = - — — — = —.ctg— — 2 ctg 2
ATty Ty TRy on B on T on " eon &

5.5. Vektorok

5.5.1. Haromszog egyenlétlenségek

1 |a+8) < lal + |5

2. la| < |a—b|+ b
3. |6 < |a—8)+al
4 |a-# <lal+p

5.5.2. Haromszog

Legyenek az ABC haromszog oldalai a, b, c. A sik tetsz6leges O pontjabol a csiicsokba mutatd vektorok
rendre d, b, C.

Sdlypont A silypontba mutatd vektor:

Wy
I
SI
+
wW| oy
+
oL
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5.5 Vektorok

Magassagpont A magassagpontba mutaté vektor:

G- tga+b-tgB—+2 tgy

H=
tga +tg B+ tgy

Koriilirt kor kozéppontja A koriilirt kor kézéppontjaba mutatd vektor:

&’-sin2a+5~sin2ﬁ+5-sin27

0=
sin 2« + sin 23 + sin 2y

Beirt kor kézéppontja A beirt kor kozéppontjaba mutatd vektor:

a-@a+b-btc-é

=
a+b+c

5.5.3. Négyszog

A sik tetszbleges O pontjabdl a csiicsokba mutatd vektorok rendre &, 5, c, d.

Sdlypont A silypontba mutaté vektor:

L d+b+c+d
§=———
4

Sdlypont A szemkozti oldalak felezOpontjait Osszekdt6 szakaszok felezik egymaést, metszéspontjuk a

stulypont, azaz az ide mutatd vektor:
L, ad+b+4+c+d
§= —m——
4

Sdlypont Az atlék felezépontjait 0sszekdt6 szakasz felezépontja a stlypont, azaz az ide mutaté vektor:
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I d I d
6. Grafelmélet

6.1. Graf . . ... ... ... ... .... 53 6.2.16. Szomszédos csiacs . . . . . . ... 55
6.1.1 Qsﬁcs ............. 53 6.2.17. Szomszédos él . . . . . . ... .. 55
6.1.2. El ............... 53 6.2.18. Teljes graf . . . .. ... ... .. 55
6.1.3. Fok . ............. 53 6.2.19. Tobbszérés 6l . . . . . .. .. .. 55
6.2. Alapfogalmak . . ... ... ... .. 53 6.2.20. Viéges graf . . . . .. ... ... 55
6.2.1. Binaris kodfa, dontési fa . . . 53 6.2.21. Vonal . . . . . . . . ... ... 55
6.2.2. Egyszerfigrdf . ........ 53 6.222. Ut .. ... 55
6.2.3. Elsofoki faktor . .. ... .. o4 6.3. Tételek . . . ... ............ 55

6.2.4. EroGsen Osszefiiggo irdnyitott graf 54 ,
6.2.5. Euler-vonal gg o .y. o g 54 6.3.1. Cay}ey tétel .. Loy o
626 Hamiltontt 54 6.3.2. ErdOs-Szekeres tétel . . . . . .. 55
6.2.7. Hamilton-kér . . . . . . . . 54 6.3.3. Konig Dénes tétele . . . . . . .. 55
, 6.3.4. Ramsey tétele. . . . . .. .. .. 56
g;g E;;?}::;m graf ;i 6.3.5. Turan-tétel egyszerl formaja . . 56
6.2.10. Tzomorf grafok . . .. ... . 54 6.4. ,Névtelen” tételek, allitdsok . . . . . . . 56
6.2.11. Klikk . . . . . . . ... ... 54 6.5. Specidlis grafok . . . . ... ... 57
6.2.12. Komplementer graf . . . . . . 54 6.5.1. Grotzsch graf . . . .. ... ... 57
6.2.13. Osszefiiggd graf . . . . . . . . 54 6.5.2. Petersen graf . . ... ... ... 57
6.2.14. Paros graf . . . . . . ... .. 54 6.5.3. Teljesgraf . . . . ... ... ... 57
6.2.15. Sulyozott graf . . . . . . . .. 55 6.5.4. Teljes paros graf . . . . ... .. 57

6.1. Graf

Grafnak nevezziik pontoknak és a pontok kozotti szakaszoknak, éleknek a halmazat, ahol az élek pontokat
kotnek 0Ossze, illetve az élekre pontok illeszkednek gy, hogy minden élre legalabb egy, legfeljebb két
pont illeszkedik. A graf megengedi, hogy tetszlleges szandékolt jelentést tulajdonitsunk a csticsoknak és

éleknek.

6.1.1. Csucs

A grafok pontjait egyszeriien pontoknak, vagy csicspontoknak, vagy csicsoknak nevezziik.

6.1.2. El

A pontokat 6sszekot6 szakaszokat éleknek nevezziik.

6.1.3. Fok

Egy adott cstcsbdl kiinduld élek szdma.

6.2. Alapfogalmak

6.2.1. Binaris kodfa, dontési fa

Az olyan rendezett fat, amelyben minden csics fokszdma legfeljebb kettd, binaris (kéd)fanak nevezziik.

6.2.2. Egyszerii graf

A graf egyszerii, ha irdnyitatlan, nincs benne hurokél és tobbszoros él.
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6.2.3. Elsé6foka faktor

Az olyan teljes péaros (rész)grafot nevezziik a graf els6foku faktoranak, amelyben minden pont fokszama
1. vagy: A G graf elséfokn faktora az az dsszes csticspontot lefedd fiiggetlen élrendszer (k6z6s pont nélkiili
élhalmaz), amelynek minden éle G-bél vald.

6.2.4. ErOsen Osszefiiggo iranyitott graf

Barmelyik 2 pont kozott oda is és vissza is van iranyitott t.

6.2.5. Euler-vonal

A graf minden élét tartalmazd vonalat Euler-vonalnak nevezziik. Az Euler-vonal zart, ha az Euler-vonal
kiindulési és érkezési csiicsa ugyanaz, nyilt, ha ez nem teljestl.

6.2.6. Hamilton-at

A graf 6sszes cstuicsat tartalmazé utat Hamilton-ttnak nevezziik.

6.2.7. Hamilton-kor

A graf 6sszes cstucsat tartalmazé kort Hamilton-kérnek nevezziik.

6.2.8. Hurokél

Ha egy él mindkét végpontja ugyanaz a pont, akkor hurokélrél beszéliink.

6.2.9. Iranyitott graf

A gréaf irdnyitott, ha a kapcsolatok nem szimmetrikusak,

6.2.10. lzomorf grafok

A G és a G’ gréfot akkor mondjuk izomorfnak, ha van a csticsaik kozott egy-egyértelmii leképezés, amely
élt élbe, nem-élt nem-élbe visz. Vagyis megszamozhatok a csucsaik pl. az 1,2,...,n szamokkal gy, hogy
az i-edik és j-edik pont az egyikben pontosan akkor van 0sszekotve, ha a masikban is 0ssze van kotve.

6.2.11. Klikk

A klikk olyan részgraf, aminek barmely két pontja kozott van él. Mésképpen egy olyan részgraf, ami
teljes graf. A klikk csicsainak szaméat a klikk méretének vagy rendjének is mondjak. A k csicsu klikket
roviden k-klikknek is nevezik.

6.2.12. Komplementer graf

A G egyszeri graf komplementere az az egyszerli graf, amelynek pontjai megegyeznek G pontjaival, és
amelyben két pont pontosan akkor van 6sszekotve éllel, ha G-ben nincs 6sszekotve.

6.2.13. Osszefiiggo graf

A graf 6sszefiiggd, ha barmely pontjabdél barmely mas pontjaba élek mentén el lehet jutni.

6.2.14. Paros graf

Olyan irdnyitas nélkiili graf, amelynek csticsai két (A és B), diszjunkt halmazra bonthatdk, és él csak a
két kiilonbozé halmaz csiicsai kézott mehet, azonos halmazban 1év6 csiicsok k6zott nem.
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6.2.15. Sulyozott graf

Stlyozott grafban a graf minden éléhez szamértéket rendeliink, az él stlyat. Az élsilyok legtobbszor
valés szamok, de adott esetben szoritkozhatunk raciondlis vagy egész szamokra is. A (rész)graf koltsége
az élek silyanak Osszege.

6.2.16. Szomszédos csucs

A graf két cstucsat szomszédosnak nevezziik, ha van k6zos élik.

6.2.17. Szomszédos él

A graf két élét szomszédosnak nevezziik, ha van kozos csicspontjuk.

6.2.18. Teljes graf

Az olyan grafot nevezziik teljes grafnak, amelyben minden A-beli pont 0ssze van kotve minden A-beli
ponttal.

6.2.19. Tobbszoros él

Ha két cstics (pont) kozott tobb él huzddik, akkor parhuzamos, vagy masképp tobbszoros élrél beszélink.

6.2.20. Véges graf

A graf véges, ha véges sok cstcsa van.

6.2.21. Vonal

Vonalnak nevezziik a graf csicsainak és éleinek azt a sorat, amelyben az élek a megfelel$ cstiicsokat kotik
Ossze és az élek nem ismétlédnek.

6.2.22. Ut

Utnak nevezziik a graf egyméshoz csatlakozd éleinek olyan sorozatat, amely egyetlen ponton sem megy
at egynél tobbszor.

6.3. Tételek

6.3.1. Cayley tétel

Az n pontt graf szamozott fainak szédma: n" 2

6.3.2. Erdés-Szekeres tétel

k+1—2
k—1
szogpontu részgrafot, vagy G komplementere tartalmaz teljes I szogpontu részgrafot.

Ha k és [ pozitiv egész szdmok, és G egy N = szogpontu graf, akkor G tartalmaz teljes k

6.3.3. Konig Dénes tétele

Ha egy paros grafban minden pont foka ugyanaz a k szam, akkor éleit k szinnel ki tudjuk szinezni gy,
hogy egy pontbdl sem indul ki két azonos szinti él.
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6.3.4. Ramsey tétele

Barmely k és | egész szamhoz 1étezik olyan f egész szam, hogy barmely legalabb f szogponti G grafra
igaz a kovetkez6 allitas: vagy G tartalmaz teljes k pontu részgrafot, vagy G komplementere tartalmaz
teljes [ pontu részgrafot.

6.3.5. Turan-tétel egyszerii formaja

Ha egy n cstcsu egyszerl graf nem tartalmaz p-klikket, akkor az e éleinek a szadma legfeljebb:

1 n?
e<(1-,59) %
6.4. ,,Névtelen” tételek, allitasok

1. Ha egy egyszerii graf csticsainak szama pératlan, akkor van olyan csticsa, amelynek fokszdma paros.
2. Véges egyszert grafban a fokszdmok Osszege paros.

3. Véges egyszeri grafban a fokszamok Osszege az élek szamanak duplija.

4. Véges egyszerli grafnak van két azonos foku csicsa.

5. Barmely véges egyszerli grafra igaz, hogy vagy a graf vagy a komplementere 6sszefiiggd.

6. A véges egyszerli n pontu fagrafra vonatkozo alabbi tulajdonsagok ekvivalensek:

(a) A graf osszefiiggd és n — 1 éle van;

(b) A graf osszefiiggd és nincs benne kor;
)
)

(c

(d) A graf barmely két csiicsa pontosan egyféleképpen kotheté ossze uttal.

A grafban nincs kor, de barmelyik él behizasa kort eredményez;

7. Ha egy n pontu egyszerii graf minden pontjanak fokszama legaldbb k, akkor van a grafban egy
legalabb k + 1 hossztisagu kor.

8. Egy n pontd irdnyitott teljes grafnak van olyan A pontja, hogy a graf 6sszes tébbi B pontjahoz
vezet A-bdl B-be legfeljebb 2 hosszusagu iranyitott 1t.

9. A teljes irdnyitott grafban mindig létezik olyan irdnyitott Ut, amely minden csticson dtmegy.
10. Egy graf akkor és csak akkor paros graf, ha nincs benne paratlan hosszisaga kor.
11. Ha egy graf osszefiiggd és minden pontja masodfoku, akkor az kor.

12. Ha egy péaros graf minden pontjanak ugyanannyi a foka, és legalabb egy, akkor kivalaszthaté beldle
egy els6foku faktor.

13. Euler-vonal 1étezése Osszefiiggd graf esetén

(a) Van zéart Euler-vonala, ha a graf minden pontjanak fokszama péros.
(b) Van nyilt Euler-vonala, ha a gréafban pontosan két paratlan fokd csiics van.
14. Ha egy G egyszerti grafban barmely két kiilonboz6 csticsnak pontosan egy kozos szomszédja van,

akkor van olyan csiics amely minden mas csticcsal 6ssze van kotve, és a graf gy néz ki, hogy k darab
haromszognek van egy kozos csticsa, ahol n = 2k 4+ 1 a graf csicsainak szama. (Bardtsag-tétel)
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6.5. Specialis grafok
6.5.1. Grotzsch graf

A Groétzsch-graf egy haromszogmentes graf.
11 cstcsa és 20 éle van.

6.5.2. Petersen graf

A Petersen-graf egy nevezetes specialis graf. Nagyon gyakran bukkan
fel a grafelméletben kiilonféle allitasok ellenpéldajaként.
10 cstcsa és 15 éle van.

Egy példa: a Petersen-graf lerajzolhaté a sikban tgy, hogy minden él
hossza egység hossziisdgu (itt a rajzon nem ilyen).

6.5.3. Teljes graf

AN

Ky K
1 pont, 0 él 2 pont, 1 él 3 pont, 3él 4 pont, 6¢él 5 pont, 10 él 6 pont, 15 él

6.5.4. Teljes paros graf

VN

Ky Ky K3 Koo Ko 3 K33
2 pont, 1él 3 pont,2¢é 4 pont,3é 4 pont,4é 5 pont, 6él 6 pont, 9 él
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Konstansok

Nevezetes szamok

7.

Nevezetes szamok

7.1.

7.2.

7.3

Konstansok . . ... ... ... ... .. 58

7.1.1. Konstans: e ~ 2,7182818... . . . 58
7.1.2. Konstans: ¢ ~ 1,61803398874. .. 7 4.

(aranymetszés) . . . ... . ... 58

7.1.3. Konstans: 7w =~ 3,1415926... . . . 59
Binomidlis egyiitthaték . . . . .. . .. 60 7.5.

7.2.1. Pascal haromszog . . . . . . . .. 60

7.2.2. Osszefiiggések . . . . . ... ... 60

. Catalan szamok . . . . . .. .. ... .. 61

7.3.1. Catalan haromszog . . . . . . . . 61
7.3.2. Osszefiiggések . . . . . ... ... 62
Fibonacci szdmok . . . . . . . .. .. .. 62
7.4.1. Osszefiiggések . . . . . ... ... 62
Ramsey szamok . . . . . ... ... ... 63
7.5.1. Két halmazra: R(m;n) . .. .. 63
7.5.2. Ertékek két halmazra . . . . . . 63
7.5.3. Harom halmazra: R (m;mn,p) 64

7.1.
7.1.1

Konstansok

. Konstans: e ~ 2,7182818...

Euler szam (Napier-allandénak is nevezik John Napier sk6t matematikusnak, a logaritmusfiiggvény meg-
alkot6janak tiszteletére)

e~ 2.7182818. ..

Kiszamitas

1.

7.1.2

1 n
e = lim (1 + >
n—00 n

1 n
— = lim (1 — 1)
e n—oo n

( Tovabbi adatok: = 73. oldal)

=1 1 1 1 1
=2 g tutatate
n=0
1 = (—=1)" 1 1 1 1 > (=)™
I ;) o1 *ﬁﬁ*-":z( |)
e =5 o 1 2t 3! = nl
. Konstans: ¢ ~ 1,61803398874... (aranymetszés)

Két rész az aranymetszés szerint aranylik egymashoz, ha az 0sszegiik gy ardnylik a nagyobbik részhez,
ahogy a nagyobbik rész a kisebbik részhez.

¢ ~ 1,61803398874 .

( Tovabbi adatok: = 73. oldal)

Kiszamitas
1 5
g 1E V5
2
2. p=1+ i
1+ 1+—1
1+
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7.1.3. Konstans: 7 ~ 3,1415926. ..

A gorog m betil a ,mepipeTpos” (perimetrosz, azaz keriilet) szét roviditi. Ezt a jelolést el6szor William
Jones hasznélta 1707-ben (Ludolph-féle szimnak is nevezik)

22 377

=~ 3,1415926 - - -~ — ~ —

™~ 3,1415926 =~ 150

( Tovabbi adatok: = 73. oldal)
Kiszamitas
/2 /2 2+1/24+V2
1. Victe-féle sor: 2 = \gi . 5 v2 . 5
T

™ 1 1 1 1 1
9. Leibniz-féle sor: ~ = arc tgl =1 — = 4 = — = 4~ — — 4 ..
€1Db111Z-1ele Sor 1 arctg 3+5 7—|—9 11_|_

3. Wallis-formula: g: ..................

1
4. Machin-formula: % =4-arctg—- —arctg—

5 239
i 1 1,1 1
. Euler-fél =l st s+t s+ +
5. Euler-féle sor 5 +22+32+42+52_|_
Gﬁ*i—i-i—i-i—i-i—i-
T24 22 42 62 82 T
SIS S S S
T C E CREEC E
4
, 7r 1 1 1 1
8. Euler—felesor:%:1+?+34+E+57+,,_
o T ol L 11
T 1440 2% 4% 6t 8t T
i 11 1 1
100 =1+ 7+—+++..
A T T I T
. 7° 11 1 1
11. Euler-féle sor: 045 = 1—}—2—6—#3—6—}-4—6-}-@4_“_
. ® 11 1 1
12. Euler-féle sor: 9450:14—?—1—?—1-@4-?4-_“
, 70 1 1 11
13. Euler-féle sor: 93555:1+ﬁ+ﬁ+@+@+"‘
4 12
14. Brouncker lanctortje: — =14 ———
™ 2+ 3
24—y
2t oF
= 1 4 2 1 1
15. Bailey-B in-Plouffe f la: m = — - — _
ailey-Borwein-Plouffe formula: 7 ,;)16k<8]€+1 Sk+4 8k+5h 8k:+6)
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7.2. Binomialis egyiitthaték

7.2.1. Pascal haromszog

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

( Tovabbi adatok: = 76. oldal)

7.2.2. Osszefiiggések

e

®©

10.

11.

12.

o '
AAAAA/\/O_:\/\/\/\/_\A
~
Q
3
+
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n n n n n o1
13. 0- 1- 2. . . =n-2
3. 0 <O>+ <1>+ (2>+3 <3)+ n <n> "

n n n n
14. 0%- 12. 92 .

15.

| (o) oo () e () =2 ()
e ) e ) (e ) (2

-3
+ ( 3 ) +...=F,41 (F, Fibonacci szam)

(
) () G2 o () ()= ()
o)1)+ (2= (5%) ()= (0

7.3. Catalan szamok
Co=1; Cp = CoCh1 +C1Cp_2+ ...C,1Cy

C. — 1 <2n>
n+1\n

Co=1,C1=1,0=2,C3=5,Cy=14,---

ot
(e}
R
o 3
~

no
+
—
VR
— 3
~_—

no
+
[\G)
VR
o3

16.

(=}

18.

oo

19.

NeJ

( Tovébbi adatok: = 77. oldal)

7.3.1. Catalan haromszog

Minden sor eggyel t6bb szamot tartalmaz. A szam a felette levé sorban addigi pozicidig lev6é szamok
Osszege.

e e e
INJUR R

14 14

( Tovabbi adatok: = 77. oldal)
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7.3.2. Osszefiiggések

1 2n+1
1. C, =
2n—|—1< n )

B (2n)!
2 Cn_(n+1)!-n!
" n+k
3. Co= 11 —
k=2
4 Cn_<2n>_<2n>
n n—1
_2(2n—1)
5. Cn n+2 Cn—l

c, Chi1 Crik
) IR
Cntk Cnikt1 Crtok

=1 =1 F,=F, 1+ F,»
2 2

F=-—
F1:1;F2:1;F3:2;F4:3;F5:5;"'

5

( Tovabbi adatok: = 78. oldal)

7.4.1. Osszefiiggések
1. i+ F+ ... +F,=F,42—1

[\

R A Fs 4 By =Fyy,
3. Fo+Fy+ ...+ Fopy = Fopy1 — 1
4, F24 F3 + ...+ F>=F, - Fo

5. 1-F1+2-Fo+3-F5+...+n-F,=n-F,4o0— Fhi3+2
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7.5 Ramsey szamok

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.

1B +2-Fy+3-Fsg+...+n-Foyy=n-Fonp1 — Fop

2 2 _
Fn—l—l_Fn—l_F?n

Fugr- Fpy = Fp = (=1)"

F2—Fp - Fppp = (=1)""2F?

Fo - Foy1 — Fpy1 - Fo=(—1)"Fon
Fop -Fopi+Fpo1-Fy=Fom

Fy+ Fii1 = Pt

Fo (P14 Fry1) = Foy,

2F3 + 3F, 1F,Fy11 = F3,
5F3+3(-1)"F, = F,

F3 +3F Fp1 — F) = Fsnp

F3 oy +3F,Fr + Fp = Fyngo

AP Fopy (P2, +2F7) = 3F2 (F2 4 2F%,,)

Fl'F2+F2‘F3+...+F2n_1‘FQn:FQZTL

7.5. Ramsey szamok

7.5.1. Két halmazra: R (m;n)

1.

2

3.
4.

R(m;n) = R(n;m)

R(l;n)=1
R(2;n)=n
R(k+1;14+1)<R(k+1;l+R(k;l+1))

7.5.2. Ertékek két halmazra

R|1]2]|3]|4
1 (1]1]1|1
21111234
31369

( Tovabbi adatok: = 82. oldal)
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7.5 Ramsey szamok

7.5.3. Harom halmazra: R (m;n.p)
L. R(k;l;m) = R(k;m;l) = R (L k;m)
R(2:2:k) =
R(k;152) = R (k;1)
R(

kf7 l, m) < 3k‘+l+m
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8. Szamelmélet

8.1. Oszthatdsagi szabalyok . . . . .. . . .. 65 8.4.3. Oszték szdma d(n) . . . . . . .. 70
8.1.1. Szokdsos szabalyok 2-t8l . . . . . 65 8.5. Szamelméleti tételek . . . . . ... ... 70
8.1.2. Nem szokasos szabalyok 3-t6l, az 8.5.1. Bezout-tétel . . . . ... ..... 70

utolso jegyekkel . . . .. ... .. 66 8.5.2. Bertrand-tétel . . . . . . .. ... 70
8.1.3. Nem szokdsos szabalyok 3-tdl, 8.5.3. Catalan-sejtés . . . . . ... ... 70
89 Ossta .vegyesd kk """""" g; 8.5.4. Egészrész és tortrész azonossagok 70
2. Osztasi maradékok . . . ... .... .. ,
8.2.1. Négyzetszdmok maradékai . . . . 68 2;2 i?;?jfj:;i:gg b ;1
8.2.2. Kobszamok maradékai . . . . . . 68 T o s .
8.2.3. Negyedik hatvdnyok maradékai . 68 8.5.7. LTE (Llftlr}g The Exponent) tétel 71

8.3. Pitagoraszi szamharmasok . . . . . . . . 69 8.5.8. Legendre-tétel . ......... 71
8.3.1. Altaldnos megoldds . . . . . . . . 69 8.5.9. Mihailescu-tétel . . . . . .. ... 72
8.3.2. Megoldésok 20-ig . . . . .. ... 69 8.5.10. Oszték szdma . . . . . . . .. .. 72

8.4. Szamelméleti fiiggvények . . . . . . . .. 69 8.5.11. Polinom . . .. .......... 72
8.4.1. Eulerfélep(n) .. ... ... .. 69 8.5.12. Wilson-tétel . . . . . .. ... .. 72
8.4.2. Osztdk Osszege o (n) . . . . . .. 70 8.5.13. Wolstenholme-tételek . . . . .. 72

8.1. Oszthatdsagi szabalyok
8.1.1. Szokasos szabalyok 2-tol

Az oszthatosagi szabdlyokban ”A”’ jelenti tobb szamjegy Osszességét, "a;” pedig az egyes jegyeket.

2-es 2|Aa & 2|a = a € {0;2;4;6;8}
3-as 3lanan_1---ay & 3lan + apn—1+ ... +agp
4-es 4|Aayag & 4|arag
5-0s 5|Aa & 5|la = a€{0;5}
6-0s 6|A & 2|A ¢és 3|A
7-es 1. 7Aa & NA-2-a
2. T|an--aga7G60504G3020100 & (.,2,3,1,-2,-3,-1,2,3,1)

& Nl-ap+3-a1+2-a3—1-a3—3-a4—2-a5+1-a6+3-a7+....
8-as 8| Aasaiag & 8|azarag
9-es 9anan—1---ao & 9an + an—1+ ... + ag
10-es 1. 10/4a & 10]a = a € {0}
2. 104 & 2|A és 5|A

11-es 11|anan—1-—-agp & 11|an — an—1 + ... (—=1)" ag

12-es 12|A & 3|A és 4]A

16-0s 16[Aazazaiay <« 16[azazaiao

25-0s 25|Aaiag & 25|arag = atap € {00;25;50; 75}
32-es 32|Aasazazaiag & 32|azazasarag

100-as 100| Aayag & 100|atag = arap € {00}

125-6s 125[Aazaiag < 125|agarag
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8.1.2. Nem szokasos szabalyok 3-tél, az utols6 jegyekkel

A tablazat alkalmazdsihoz nézziik a 19-es sor 3 jegy oszlopban &ll6 8-at. A szabdly:
19|ACL2@16L0 = 19|A + 8 - asaiag

Egy konkrét példan:
19]3000100 & 1913000 + 8 - 100 = 3800

Szam | 1 jegy | 2 jegy | 3 jegy | 4 jegy | 5 jegy
1 1 1 1 1
-2 -3 -1 2 3
1 1 1 1 1
11 -1 1 -1 1 -1
13 4 3 -1 4 -3
17 -5 8 -6 -4 3
19 2 4 8 -3 -6
21 -2 4 -8 -5 10
23 7 3 -2 9 -6
27 -8 10 1 -8 10
29 3 9 -2 -6 11
31 -3 9 4 -12 5
33 10 1 10 1 10
37 -11 10 1 -11 10
39 4 16 -14 -17 10
41 -4 16 16 10 1
43 13 -3 4 9 -12
a7 -14 8 -18 17 -3
49 5 24 22 -12 -11
51 -5 25 -23 13 -14
53 16 -9 15 -25 24
57 -17 4 -11 16 13
59 6 -23 -20 -2 -12
61 -6 -25 28 15 -29
63 19 -17 -8 -26 10
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8.1.3. Nem szokasos szabalyok 3-tél, vegyes

3 = 999

7 = 1001

9 = 999
11 = 1001
13 = 1001
73 = 10001
77 = 1001
91 = 1001
134 = 10001
143 = 1001
27 = 999
111 = 999
333 = 999

999 Ervényes még: 3; 9; 27; 37; 111; 333
999 | TTagarag asa4G3 G2G1G0 & 999 | ...+ agarag + asasas + azaiagp
—— Y—— Y——

1001 Ervényes még: 7; 11; 13; 77; 91; 143
1001 ‘ ...aga7ag 50403 201040 = 1001 ‘ ...+t agarag — asaqaz + asaiag
—— —— Y—

10001 Ervényes még: 73; 137

10001 ’ ...ajjajpagag aragas4 aza2a1ag = 10001 | ...Fa11a10a9a8 —a7a6a0504 + 03020100
N —— N— e N——
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Osztasi maradékok 8.2 Osztasi maradékok

@‘asznosségok

8.2. Osztasi maradékok

8.2.1. Négyzetszamok maradékai

Csak olyan modulus maradékait soroljuk fel, amelyek érdekesek:

modulo 3 0;1 modulo 12 0;1;4;9

modulo 4 0;1 modulo 13 0;1;3;4;9;10;12
modulo 5 0;1;4 modulo 14 0;1;2;4;7;8;9;11
modulo 6 0;1;3;4 modulo 15 0;1;4;6;9;10
modulo 7  0;1;2;4 modulo 16 0;1;4;9

modulo 8 0;1;4 modulo 17 0;1;2;4;8;9;13;16
modulo 9 0;1;4;7 modulo 18 0;1;4;7;9;10;13;16

modulo 10 0;1;4;5;6;9
modulo 11 0;1;3;4;5;9

modulo 19 0;1;4;5;6;7;9;16
modulo 20 0;1;4;5;9;16

8.2.2. Kobszamok maradékai

Csak olyan modulus maradékait soroljuk fel, amelyek érdekesek:

modulo 4 0;1;3

modulo 7 0;1;6

0;1;3;5;7

modulo 9 0;1;8

modulo 12 0;1;3;4;5;7;8;9;11

modulo 13 0;1;3;5;8;12

modulo 14 0;1;6;7;8;13

modulo 16 0:;1;3;5;7;8;9;11;13;15
modulo 18 0;1;8;9;10;17

modulo 19 0;1;7;8;11;12;18
modulo 21 0;1;6;7;8;13;14;15;20

modulo 8

8.2.3. Negyedik hatvanyok maradékai

Csak olyan modulus maradékait soroljuk fel, amelyek érdekesek:

modulo 3 0;1 modulo 9
modulo 4 0;1
modulo 5 0;1
modulo 6 0;1;3;4
modulo 7 0;1;2;4

modulo 8 0;1

0;1;4;7
modulo 10 0;1;5;6
modulo 11 0;1;3;4;5;9
modulo 12 0;1;4;9
modulo 13 0;1;3;9
modulo 15 0;1;6;10
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@‘asznosségok Szamelméleti fiiggvények 8.3 Pitagoraszi szamharmasok

8.3. Pitagoraszi szamharmasok

8.3.1. Altalanos megoldas

Az 2% + y? = 22 alakii Diofantoszi egyenlet 4ltaldnos megoldasa:

r = k:(aQ—b2)

y = 2abk
= k(a®+0?)
ahol
k € Nt
ab € NF
a > b
a # b (mod 2)

8.3.2. Megoldasok 20-ig

A felsorolasban a nem primitiv szamhéarmasok utén a hdrom szdm legnagyobb kozos osztdja is szerepel.

(3;4;5) (9;12;15) /3 (12;35;37) (15;112;113) (18;80;82) /2
(5:12;13) (9; 40; 41) (13; 84; 85) (16;30; 34) /2 (19; 180; 181)
(6:8;10) /2 (10; 24; 26) /2 (14; 48; 50) /2 (16; 63; 65) (20; 21; 29)
(7:24; 25) (11;60; 61) (15;20;25) /5 (17; 144; 145) (20; 48; 52) /4
(8:15:17) (12;16;20) /4 (15;36;39) /3 (18; 24; 30) /6 (20;99; 101)

( Tovabbi adatok: = 81. oldal)

8.4. Szamelméleti fiiggvények

8.4.1. Euler féle ¢ (n)

Az n pozitiv egész ndla nem nagyobb, hozzd relativ prim pozitiv egészek szama

pn) = > 1
d<n
(n;d) =1
n = pit-pgt... @(n)zn(l—pﬂ) (1—]912)
(@) = 1 = ¢ab)=p(a)- »(0)
pn) = n-—1 & neckP

2024. marcius 2. - 69 -



@‘asznosségok Szémelméleti tételek 8.5 Szamelméleti tételek

8.4.2. Osztok osszege o (n)

Az n pozitiv egész pozitiv osztdinak Osszege

o(n) = Zd

dn

o1

p1—1 p2—1
(a;0) = 1 = o (ab) =0 (a)- o (b)

ao+1
5 —1

no= P pst.. o)

8.4.3. Osztdok szama d (n)

Az n pozitiv egész pozitiv osztdinak szama

d(n) = Zl

din
n = pit-py*... d(n)=(a1+1) (e +1)...
(a;0) = 1 = d(ab) =d(a)-d(b)
dn) = 1 (mod 2) = n=a?

8.5. Szamelméleti tételek

8.5.1. Bezout-tétel
dr,y € Z ax+ by = (a;b), valamint V a,b € Z, ax + by € {k (a;b) |k € Z}

8.5.2. Bertrand-tétel

VneNT; n>2 JIpeP; n<p<2n

8.5.3. Catalan-sejtés
Lasd a Mihailescu-tételt a 8.5.9 pontnal.

8.5.4. Egészrész és tortrész azonossagok

1. Hermite azonossag

R O E I R P PR P P U R i P

2. :\/n2+n}:n Vn €N
3. [Va+Vn+1]=[Vin+2] VneN
4. :\/ﬁ+\/n+1+\/n+2}:[\/m} Vn e N
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5. Vit Vnt2+Vntd = [Vont17]  VneN; n>2

6. [\/nQ—I—l—i—\/n2+2—|—...+\/n2+2n}:2n2—|—2n VneN; n>2

8.5.5. Euler-Fermat-tétel

a?™ =1 (mod m) (a;m) =1

8.5.6. Kis Fermat-tétel

a’ =a (mod p) pelP

8.5.7. LTE (Lifting The Exponent) tétel

Jeloljon p egy prim szdmot és legyen = és y két (nem sziikségszeriien pozitiv) egész szam, amelyek nem
oszthatok p-vel, (azaz x { p és y 1 p). Ekkor:

a) Ha n pozitiv egész
-Hap#2ésp|x—y,akkor

- Ha p = 2 és 4|x — y, akkor

- Ha p = 2 és 2|x — y, akkor
vo(2" —y") = va(x — y) +v2(x +y) + v2(n) — 1.
b) Ha n pozitiv paratlan egész és p|z + y, akkor
vp(z" +y") = vp(z +y) + vp(n).
c) Ha n pozitiv egész és (p,n) = 1, akkor
vp(z" —y") = vp(z — ).
és ha n pozitiv paratlan egész és (p,n) = 1, akkor

vp(z" +y") = vp(z +y).

ahol vp(n) = k azt jelenti, hogy pk | n de pk+1 ' .

8.5.8. Legendre-tétel

Ha p prim és n € N*, akkor

az a legnagyobb kitevd, melyre
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Szamelméleti tételek

8.5.9. Mihailescu-tétel

Az 2™ — y™ = 1 diophantoszi egyenletnek —

x,y,n,m > 1 egész szamok — csak a

37 -2°=1
megoldasa van.
8.5.10. Osztok szama
d(n) <2vn
8.5.11. Polinom
a=b (mod p) = fla)=f(b) (mod p)
8.5.12. Wilson-tétel
p—1Dl=-1 (mod p) peP
8.5.13. Wolstenholme-tételek
1. (25>52 (mod p?) peP>5
1 1 1
DI R T peP>5 = p*m
n 2 3 p—1
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@‘asznosségok Konstansok Tablazatok

0. Tablazatok

9.1. Konstansok . . ... .. ... ...... 73 9.4.1. Pascal haromszég . . . . . . . .. 76
9.1.1. e 100 tizedesre . . .. .. .. .. 73 9.4.2. Specidlis binomidlis egyiitthatok 76
9.1.2. % 100 tizedesre . . . . . . .. .. 73 9.5. Catalan szdmok . . . . . . .. ... ... 7
9.1.3. ¢ 100 tizedesre . . .. ... ... 73 9.5.1. Catalan haromszog . . . . . . . . 7
9.1.4. % 100 tizedesre . . . . . . .. .. 73 9.5.2. Az els§ 60 Catalan szdm . . . . . 7
9.1.5. m 100 tizedesre . . .. ... ... 73 9.6. Fibonacci szamok . . . . . . . .. .. .. 78
9.1.6. 7 kozelitése . . . ... ... ... 73 9.6.1. Az els6 30 Fibonacci szdm primfelbontasa 78
9.1.7. w2 100 tizedesre . .. ... ... 74 9.6.2. Az els6 60 Fibonacci szédm . . . . 78
9.1.8. 1100 tizedesre . . . .. ... .. 4 9.7. Pellegyenlet . ... ........... 79
9.1.9. /2100 tizedesre . . . ...... 74 9.7.1. Pell egyenlet: 2> —Dy> =k . .. 79
9.1.10. v/3 100 tizedesre . . . ... ... 74 9.7.2. Pell egyenlet: 22 —Dy?> =1 . .. 80

9.2. Datumok, évszamok . . . .. ... ... 74 9.8. Pitagoraszi szdmhérmasok . . . . . . .. 81
9.2.1. Evszémok primfelbontasa . ... 74 9.8.1. Szdmhdarmasok 203-ig . ... .. 81

9.3. Primek 8110-ig . . ... ... ... ... 75 9.9. Ramsey szdmok . . . . . ... ... ... 82

9.4. Binomidlis egyiitthaték . . . .. .. .. 76 9.9.1. Ramsey szamok két halmazra . . 82

0.1. Konstansok

9.1.1. ¢ 100 tizedesre

e = 2, 71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 47093 69995 95749 66967 62772 40766 30353
54759 45713 82178 52516 64274

9.1.2. % 100 tizedesre

% = 0, 36787 94411 71442 32159 55237 70161 46086 74458 11131 03176 78345 07836 80169 74614 95744
89980 33571 47274 34591 96437 46

9.1.3. ¢ 100 tizedesre

¢ =1, 61803 39887 49894 84820 45868 34365 63811 77203 09179 80576 28621 35448 62270 52604 62818
90244 97072 07204 18939 11374

9.1.4. % 100 tizedesre

= 0, 61803 39887 49894 84820 45868 34365 63811 77203 09179 80576 28621 35448 62270 52604 62818
0244 97072 07204 18939 11374 84

O |~

9.1.5. 7 100 tizedesre

m = 3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209 74944 59230 78164 06286
20899 86280 34825 34211 70679 82

9.1.6. 7 kozelitése
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Datumok, évszamok

V2 + /3 (0,1%)

3,14 (0,05%) 2 355

0,04%) 173 (0.000008%)

9.1.7. 72 100 tizedesre

72 =9, 86960 44010 89358 61883 44909 99876 15113 53136 99407 24079 06264 13349 37622 00448 22419
20524 30017 73403 71855 22318 24

9.1.8. % 100 tizedesre

% = 0, 31830 98861 83790 67153 77675 26745 02872 40689 19291 48091 28974 95334 68811 77935 95268
45307 01802 27605 53250 61719 12

9.1.9. /2 100 tizedesre

V2 = 1, 41421 35623 73095 04880 16887 24209 69807 85696 71875 37694 80731 76679 73799 07324 78462
10703 88503 87534 32764 15727 35

9.1.10. /3 100 tizedesre
V3 = 1, 73205 08075 68877 29352 74463 41505 87236 69428 05253 81038 06280 55806 97945 19330 16908

80003 70811 46186 75724 85756 75

0.2. Datumok, évszamok

9.2.1. Evszamok primfelbontasa

1990 = 2-5-199 2004 = 2%2.3.167 2018 = 2-1009
1991 = 11-181 2005 = 5-401 2019 = 3-673
1992 = 23.3.83 2006 = 2-17-59 2020 = 22.5-101
1993 = 1993 2007 = 3%.223 2021 = 4347
1994 = 2.997 2008 = 23.251 2022 = 2-3-337
1995 = 3-5-7-19 2009 = 7%-41 2023 = 7-17?
1996 = 22499 2010 = 2-3-5-67 2024 = 2%.11-23
1997 = 1997 2011 = 2011 2025 = 3%.52
1998 = 2-.3%.37 2012 = 22-503 2026 = 2-1013
1999 = 1999 2013 = 3-11-61 2027 = 2027
2000 = 2%.53 2014 = 2-19-53 2028 = 22.3.132
2001 = 3-23-29 2015 = 5-13-31 2029 = 2029
2002 = 2-7-11-13 2016 = 2°-32.7 2030 = 2-5-7-29
2003 = 2003 2017 = 2017 2031 = 2031
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9.3. Primek 8110-ig

235711131719 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 101 103 107 109 113 127 131 137
139 149 151 157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223 227 229 233 239 241 251 257 263 269 271
277 281 283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359 367 373 379 383 389 397 401 409 419 421 431
433 439 443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509 521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593
599 601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661 673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751
757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827 829 839 853 857 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929
937 941 947 953 967 971 977 983 991 997 1009 1013 1019 1021 1031 1033 1039 1049 1051 1061 1063 1069
1087 1091 1093 1097 1103 1109 1117 1123 1129 1151 1153 1163 1171 1181 1187 1193 1201 1213 1217 1223
1229 1231 1237 1249 1259 1277 1279 1283 1289 1291 1297 1301 1303 1307 1319 1321 1327 1361 1367 1373
1381 1399 1409 1423 1427 1429 1433 1439 1447 1451 1453 1459 1471 1481 1483 1487 1489 1493 1499 1511
1523 1531 1543 1549 1553 1559 1567 1571 1579 1583 1597 1601 1607 1609 1613 1619 1621 1627 1637 1657
1663 1667 1669 1693 1697 1699 1709 1721 1723 1733 1741 1747 1753 1759 1777 1783 1787 1789 1801 1811
1823 1831 1847 1861 1867 1871 1873 1877 1879 1889 1901 1907 1913 1931 1933 1949 1951 1973 1979 1987
1993 1997 1999 2003 2011 2017 2027 2029 2039 2053 2063 2069 2081 2083 2087 2089 2099 2111 2113 2129
2131 2137 2141 2143 2153 2161 2179 2203 2207 2213 2221 2237 2239 2243 2251 2267 2269 2273 2281 2287
2293 2297 2309 2311 2333 2339 2341 2347 2351 2357 2371 2377 2381 2383 2389 2393 2399 2411 2417 2423
2437 2441 2447 2459 2467 2473 2477 2503 2521 2531 2539 2543 2549 2551 2557 2579 2591 2593 2609 2617
2621 2633 2647 2657 2659 2663 2671 2677 2683 2687 2689 2693 2699 2707 2711 2713 2719 2729 2731 2741
2749 2753 2767 2777 2789 2791 2797 2801 2803 2819 2833 2837 2843 2851 2857 2861 2879 2887 2897 2903
2909 2917 2927 2939 2953 2957 2963 2969 2971 2999 3001 3011 3019 3023 3037 3041 3049 3061 3067 3079
3083 3089 3109 3119 3121 3137 3163 3167 3169 3181 3187 3191 3203 3209 3217 3221 3229 3251 3253 3257
3259 3271 3299 3301 3307 3313 3319 3323 3329 3331 3343 3347 3359 3361 3371 3373 3389 3391 3407 3413
3433 3449 3457 3461 3463 3467 3469 3491 3499 3511 3517 3527 3529 3533 3539 3541 3547 3557 3559 3571
3581 3583 3593 3607 3613 3617 3623 3631 3637 3643 3659 3671 3673 3677 3691 3697 3701 3709 3719 3727
3733 3739 3761 3767 3769 3779 3793 3797 3803 3821 3823 3833 3847 3851 3853 3863 3877 3881 3889 3907
3911 3917 3919 3923 3929 3931 3943 3947 3967 3989 4001 4003 4007 4013 4019 4021 4027 4049 4051 4057
4073 4079 4091 4093 4099 4111 4127 4129 4133 4139 4153 4157 4159 4177 4201 4211 4217 4219 4229 4231
4241 4243 4253 4259 4261 4271 4273 4283 4289 4297 4327 4337 4339 4349 4357 4363 4373 4391 4397 4409
4421 4423 4441 4447 4451 4457 4463 4481 4483 4493 4507 4513 4517 4519 4523 4547 4549 4561 4567 4583
4591 4597 4603 4621 4637 4639 4643 4649 4651 4657 4663 4673 4679 4691 4703 4721 4723 4729 4733 4751
4759 4783 4787 4789 4793 4799 4801 4813 4817 4831 4861 4871 4877 4889 4903 4909 4919 4931 4933 4937
4943 4951 4957 4967 4969 4973 4987 4993 4999 5003 5009 5011 5021 5023 5039 5051 5059 5077 5081 5087
5099 5101 5107 5113 5119 5147 5153 5167 5171 5179 5189 5197 5209 5227 5231 5233 5237 5261 5273 5279
5281 5297 5303 5309 5323 5333 5347 5351 5381 5387 5393 5399 5407 5413 5417 5419 5431 5437 5441 5443
5449 5471 5477 5479 5483 5501 5503 5507 5519 5521 5527 5531 5557 5563 5569 5573 5581 5591 5623 5639
5641 5647 5651 5653 5657 5659 5669 5683 5689 5693 5701 5711 5717 5737 5741 5743 5749 5779 5783 5791
5801 5807 5813 5821 5827 5839 5843 5849 5851 5857 5861 5867 5869 5879 5881 5897 5903 5923 5927 5939
5953 5981 5987 6007 6011 6029 6037 6043 6047 6053 6067 6073 6079 6089 6091 6101 6113 6121 6131 6133
6143 6151 6163 6173 6197 6199 6203 6211 6217 6221 6229 6247 6257 6263 6269 6271 6277 6287 6299 6301
6311 6317 6323 6329 6337 6343 6353 6359 6361 6367 6373 6379 6389 6397 6421 6427 6449 6451 6469 6473
6481 6491 6521 6529 6547 6551 6553 6563 6569 6571 6577 6581 6599 6607 6619 6637 6653 6659 6661 6673
6679 6689 6691 6701 6703 6709 6719 6733 6737 6761 6763 6779 6781 6791 6793 6803 6823 6827 6829 6833
6841 6857 6863 6869 6871 6883 6899 6907 6911 6917 6947 6949 6959 6961 6967 6971 6977 6983 6991 6997
7001 7013 7019 7027 7039 7043 7057 7069 7079 7103 7109 7121 7127 7129 7151 7159 7177 7187 7193 7207
7211 7213 7219 7229 7237 7243 7247 7253 7283 7297 7307 7309 7321 7331 7333 7349 7351 7369 7393 7411
7417 7433 7451 7457 7459 7477 T481 7487 T489 7499 7507 7517 7523 7529 7537 7541 7547 7549 7559 7561
7573 7577 7583 7589 7591 7603 7607 7621 7639 7643 7649 7669 7673 7681 7687 7691 7699 7703 7717 7723
7727 7741 7753 TTST 7759 7789 7793 7817 7823 7829 7841 7853 7867 7873 7877 7879 7883 7901 7907 7919
7927 7933 7937 7949 7951 7963 7993 8009 8011 8017 8039 8053 8059 8069 8081 8087 8089 8093 8101
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9.4. Binomialis egyiitthatéok

9.4.1. Pascal haromszog

A pascal haromszognek csak a felét kozoljiik, hiszen a szimmetria miatt a mésik fele "kitalalhato”.

0 1

1 1 1

2 2 1

3 3 3 1

4 6 4 1

5 10 10 5 1

6 20 15 6 1

7 35 35 21 7 1

8 70 56 28 8 1

9 126 126 84 36 9 1

10 252 210 120 45 10 1

11 462 462 330 165 55 11 1

12 924 792 495 220 66 12 1

13 1716 1716 1287 715 286 78 13 1

14 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1

15 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1

16 12870 11440 8008 4368 1820 560 120 16 1

17 24310 24310 19448 12376 6188 2380 680 136 17 1
18 48620 43758 31824 18564 8568 3060 816 153 18 1
19 92375 92375 75582 50388 27132 11628 3876 969 171 19 1

9.4.2. Specialis binomialis egyiitthatok

2n

n ) alakd szamok és primfelbontasuk.
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0.5. Catalan szamok

9.5.1. Catalan haromszog

Minden sor eggyel tobb szamot tartalmaz. A szam a felette levé sorban addigi pozicidig levo szamok
Osszege.

20 48 90 132 132
27 75 165 297 429 429
35 110 275 572 1001 1430 1430

1

1 1

1 2 2

1 3 5 5

1 4 9 14 14

1 5 14 28 42 42
1 6

1 7

1 8

9.5.2. Az elsd 60 Catalan szdm

=1 Cra = 2674440 Cyr = 69533550916004

Co= 2 Cis = 9694845 Cas = 263747951750360
O3= 5 Cie = 35357670 Cpo = 1002242216651368
Cy= 14 Cir = 129644790 O30 = 3814986502092304
C5 = 42 Cis = ATT638700 O3 = 14544636039226909
Co = 132 Cig = 1767263190 O3 = 55534064877048198
Cr = 429 Cho = 6564120420 O3 = 212336130412243110
Cs = 1430 Oy = 24466267020 O34 = 812944042149730764
Co = 4862 Cpp = 91482563640 O35 = 3116285494907301262
Cio = 16796 O3 = 343059613650 C36 = 11959798385860453492
O = 58786 Chy = 1289904147324 Oy = 45950804324621742364
Cia = 208012 Chs = 4861946401452 Css = 176733862787006701400
Cis = 742900 Cos = 18367353072152 C39 = 680425371729975800390
Cyo = 2622127042276492108820 Cie = 8740328711533173390046320

Cp = 10113918591637898134020 Cyr = 33868773757191046886429490

Ciz = 39044420911904443959240 Ois = 131327898242169365477991900

Cis = 150853479205085351660700 Cig = 509552245179617138054608572

Cu = 583300119592996693088040 Cso = 1978261657756160653623774456

Ci5 = 2257117854077248073253720 Os1 = T7684785670514316385230816156
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Fibonacci szamok

9.6 Fibonacci szamok

Cse =
Cs3 =
Csq =
Cs5 =
Cs6 =

0.6. Fibonacci szamok

29869166945772625950142417512
116157871455782434250553845880
451959718027953471447609509424
1759414616608818870992479875972
6852456927844873497549658464312

Cs7 =
Csg =
Cs9 =

Ceo =

9.6.1. Az els6 30 Fibonacci szam primfelbontasa

F =
Fy =
Fy =

Fy =

Fip =

9.6.2. Az elsd 60 Fibonacci szam

2
3

5

8§ =23
13
21=3-7
34=2-17
55 =5-11

89
144 = 24 . 32
233

377 =13-29
610=2-5-61
987 =3-7-47
1597

2584 =23.17-19

4181 = 37113

26700952856774851904245220912664

104088460289122304033498318812080

40594499512757698573064344 3367112

1583850964596120042686772779038896

Fy

Fy

Iy
Fys

Fyg

Fyg

Fsg

6765 =3-5-11-41 F3p

Az els6 30 Fibonacci szam az eléz6 pontnél (= 9.6.1) lathato.

10946 = 2- 13 - 421
17711 = 89 - 199

28657
46368 = 2°-32.7.23
75025 = 5% - 3001

121393 = 233 - 521

196418 = 2-17- 53 - 109
317811 =3-13-29-281
514229
832040 = 23-5-11-31-61

F3 = 1346269 Fy = 165580141 F5 20365011074
F3y = 2178309 Fyo 267914296 Fxo 32951280099
F33 = 3524578 Fys3 433494437 EFss 53316291173
F34 = 5702887 Fyy 701408733 Fy 86267571272
F35 = 9227465 Fys 1134903170 Fy5 139583862445
F36 = 14930352 Fyg 1836311903 Fyg 225851433717
F3; = 24157817 Fyr 2971215073 Fyy 365435296162
F33 = 39088169 Fus 4807526976 Fis 591286729879
F39 = 63245986 Fy 7778742049 Fxo 956722026041
Fy = 102334155 Fxo 12586269025 ) 1548008755920
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9.7 Pell egyenlet

Pell egyenlet

k

’

asSZ1N0ssago

&l

- - - - (89v) | (1°9) - (v'ee) - - - - - - - - (t'e) || e
- - - - (1%9) - - (€:21) - - - - - - - (1'9) - 43
(r1'82) - - (1'9) - - | (Le9) - - - - (z'11) - - (1'9) - - TE
- - (1%9) - (v‘ze) - - (z'11) - - - - - (1'9) - - - 0€
- (1%9) - | @10 | (¢28) - - - - | (erioL) - - (Te) | (g91) - (8'€p) - 6%
(1%9) - - - (€:91) - - (veLz1) - - - (1'9) - - - (v'12) - 8¢
- - - - (or7ze) | - - (¢'92) - - (1'9) - - - - - (c:on) || L2
- - - - (0z'zor) | - - (01°19) - (1'9) - - | @D | - - - - 9%
- - - - - - - - (1'9) - - - - - - - - i
- - - - (z*01) - - (1'9) - - - - - - - - (1%) || ve
(z‘01) - - - (orsp) | - | (1t9) | (9%0) - - - - - - - (1) - €6
- - - - (¥8:v6¢) | (1:9) - (2 L61) - - (€71) - - - (1'v) | (g'6) | (9'82) || @2
- (€vD) | - - (1°9) - - (21°59) - - - (z'6) - (1°%) - - - 12
- - - (T'e) | (:81) - - (z'6) - - - - (1°%) - - - - 0T
(t'¢) | (g'6) | (sL'0vE) (6€°0L1) (e'en) | (1'p) (9°92) || 61
- (1'g) - - (87¢) - - (v:L1) - - (1) - - - - - (c8) || st
(1'9) - - - (91%99) | - - (8'eg) - (1) - - (z'8) - - - (tg) || 21
- - - - - - - - (17) - - - - - - (1'¢) - 91
- - - - (z'8) - - (1v) - - - - - - (1'e) - - ar
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(1%) - - - (z*9) - - (1°¢) - - - - (1°¢) - - (') | (e%) || 8
(z:9) - - - (9°91) - (1°¢) (€'8) - - - (1°¢) - - (') | (8'10) - L
- - - - (ror) | (1°¢) - (z'9) - - (1) - - (') | (e - @v) || 9
- - - (z:g) (t:¢) - - (v°6) - (1'¢) - - (t'1) | (6%02) - - - g
- - - (1:¢) - - - - (1'¢) - - (1°1) - - - (z'¢) - 4
- - (1'€) - (@'v) - - (1¢) - - (o) | (&) - - - - (c'e) || ¢
(@v) | (1€ - - (749) - (T2 (z'e) - (T | () - (z'z) - - (@'1) | 9% || @
8 L 9 g v € z T 0 T- z- g- V- g- 9- L- 8-
: 1 [al

§ = i@ — ;o :39|uak33 |I9d ‘T°L°6
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Fibonacci szamok

9.7 Pell egyenlet

9.7.2. Pell egyenlet: 22> — Dy? =1

D X y D X y D b'q y
2 3 2 38 37 6 70 251 30
3 2 1 39 25 4 71 3480 413
5 9 4 40 19 3 72 17 2
6 5 2 41 2049 320 73 | 2281249 | 267000
7 8 3 42 13 2 74 3699 430
8 3 1 43 3482 531 75 26 3
10| 19 6 44 199 30 76 57799 6630
11| 10 3 45 161 24 7 351 40
12 7 2 46 24335 3588 78 93 6
13| 649 | 180 47 48 7 79 80 9
14| 15 4 48 7 1 80 9 1
15 4 1 20 99 14 82 163 18
17| 33 8 D T ) 83 82 9
18| 17 4 51 50 7 84 55 6
19 | 170 39 52 649 90 85 285769 30996
20 9 2 53 66249 9100 86 10405 1122
21| 55 12 o4 485 66 87 28 3
22 | 197 42 55 89 12 88 197 21
23| 24 5 o6 15 2 89 500001 53000
24 5 1 57 151 20 90 19 2
26 | 51 10 o8 19603 2574 91 1574 165
27 1 26 5 59 530 69 92 1151 120
28 | 127 24 60 31 4 93 12151 1260
29 | 9801 | 1820 61 | 1766319049 | 226153980 94 | 2143295 | 221064
30| 11 2 62 63 8 95 39 4
31 | 1520 | 273 63 8 1 96 49 5
32 | 17 3 65 129 16 97 | 62809633 | 6377352
33 | 23 4 66 65 8 98 99 10
341 35 6 67 48842 5967 99 10 1
35 6 1 68 33 4 101 201 20
371 73 12 69 7775 936 102 101 10
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Pitagoraszi szamhdrmasok9.8 Pitagoraszi szamharmasok

9.8. Pitagoraszi szamharmasok

9.8.1. Szamharmasok 203-ig

A szamharmasok koziil csak a primitivek szerepelnek.

3:4;5)
5:12;13

(

(

(7;

(8;

(9;

(11; 60; 61)
(12;:35:37)
(13;84;85)
(15;112;113)
(16: 63; 65)
(17;144; 145)
(19; 180; 181)
(20; 21; 29)
(20;99; 101)
(21; 220; 221)
(23; 264; 265)
(24;143; 145)
(25;312; 313)
(27; 364; 365)
(28: 45;53)
(28;195; 197)
(29; 420; 421)
(31; 480; 481)
(32; 255; 257)
(33;56;65)
(33; 544; 545)
(35:612; 613)
(36;77;85)
(36; 323; 325)
(37; 684; 685)
(39; 80; 89)
(39; 760; 761)
(40; 399; 401)
(41;840; 841)
(43;924; 925)
(44;117;125)
(44; 483; 485)
(45;1012; 1013)
(47;1104; 1105)
(48; 55; 73)

(48; 575; 577)
(49; 1200; 1201)
(51;140; 149)
(51;1300; 1301)
(52;165; 173)
(52; 675; 677)

(53; 1404; 1405)
(55;1512; 1513)
(56; 783; 785)
(57;176; 185)
(57;1624; 1625)
(59; 1740; 1741)
(60;91; 109)
(60; 221; 229)
(60; 899; 901)
(61; 1860; 1861)
(63; 1984; 1985)
(64; 1023; 1025)
(65;72;97)
(65; 2112; 2113)
(67; 2244; 2245)
(68; 285; 293)
(68; 1155; 1157)
(69; 260; 269)
(69; 2380; 2381)
(71;2520; 2521)
(72; 1295; 1297)
(73; 2664; 2665)
(75; 308; 317)
(75; 2812; 2813)
(76: 357; 365)
(76; 1443; 1445)
(77; 2964; 2965)
(79: 3120; 3121)
(80; 1599; 1601)
(81;3280; 3281)
(83; 3444; 3445)
(84; 187; 205)
(84; 437; 445)
(84;1763; 1765)
(85;132; 157)
(85; 3612; 3613)
(87;416; 425)
(87; 3784; 3785)
(88:105; 137)
(88;1935; 1937)
(89: 3960; 3961)
(91;4140; 4141)
(92; 525; 533)
(92; 2115; 2117)
(93; 476; 485)
(93; 4324; 4325)

(95; 168; 193)
(95; 4512; 4513)
(96; 247; 265)
(96; 2303; 2305)
(97; 4704; 4705)
(99; 4900; 4901)
(100; 621; 629)
(100; 2499; 2501)
(101;5100; 5101)
(103; 5304; 5305)
(104; 153; 185)
(104; 2703; 2705)
(105; 208; 233)
(105; 608; 617)
(105; 5512; 5513)
(107; 5724; 5725)
(108; 725; 733)
(108; 2915; 2917)
(109; 5940; 5941)
(111; 680; 689)
(111;6160; 6161)
(112; 3135; 3137)
(113; 6384; 6385)
(115; 252; 277)
(115; 6612; 6613)
(116; 837; 845)
(116; 3363; 3365)
(117; 6844; 6845)
(119; 120; 169)
(119; 7080; 7081)
(120; 209; 241)
(120; 391; 409)
(120; 3599; 3601)
(121;7320; 7321)
(123; 836; 845)
(123; 7564; 7565)
(124;957; 965)
(124; 3843; 3845
(125;7812; 7813
(127; 8064; 8065
(128; 4095; 4097
(129; 920; 929)
(129; 8320; 8321)
(131;8580; 8581)
(132;475; 493)
(132;1085; 1093)

~— — —— —

(132; 4355; 4357)
(133; 156; 205)
(133; 8844; 8845)
(135; 352; 377)
(135;9112;9113)
(136; 273; 305)
(136; 4623; 4625)
(137;9384; 9385)
(139; 9660; 9661)
(140;171; 221)
(140; 1221; 1229)
(140; 4899; 4901)
(141;1100; 1109)
(141;9940; 9941)
(143;10224; 10225)
(144; 5183; 5185)
(145; 408; 433)
(145;10512; 10513)
(147; 1196; 1205)
(147; 10804; 10805)
(148; 1365; 1373)
(148; 5475; 5477)
(149;11100; 11101)
(151;11400; 11401)
(152; 345; 377)
(152; 5775; 5777)
(153; 11704; 11705)
(155; 468; 493)
(155;12012; 12013)
(156; 667; 685)
(156; 1517; 1525)
(156; 6083; 6085)
(157;12324; 12325)
(159; 1400; 1409)
(159; 12640; 12641)
(160; 231; 281)
(160; 6399; 6401)
(161; 240; 289)
(161;12960; 12961)
(163; 13284; 13285)
(164; 1677; 1685)
(164; 6723; 6725)
(165; 532; 557)
(165; 1508; 1517)
(165; 13612; 13613)
(167; 13944; 13945)

(168; 425; 457)
(168; 775; 793)
(168; 7055; 7057)
(169; 14280; 14281)
(171; 14620; 14621)
(172;1845; 1853)
(172;7395; 7397)
(173; 14964; 14965)
(175; 288; 337)
(175;15312; 15313)
(176; 7743; 7745)
(177;1736; 1745)
(177;15664; 15665)
(179; 16020; 16021)
(180; 299; 349)
(180; 2021; 2029)
(180; 8099; 8101)
(181;16380; 16381)
(183; 1856; 1865)
(183;16744; 16745)
(184;513; 545)
(184; 8463; 8465)
(185;672; 697)
(185;17112;17113)
(187; 17484; 17485)
(188; 2205; 2213)
(188; 8835; 8837)
(189; 340; 389)
(189; 17860; 17861)
(191; 18240; 18241)
(192;1015; 1033)
(192;9215;9217)
(193; 18624; 18625)
(195; 748; 773)
(195;2108; 2117)
(195;19012; 19013)
(196; 2397; 2405)
(196; 9603; 9605)
(197; 19404; 19405)
(199; 19800; 19801)
(200; 609; 641)
(200; 9999; 10001)
(201; 2240; 2249)
(201;20200; 20201)
(203; 396; 445)
(203; 20604; 20605)
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Ramsey szdmok

9.9 Ramsey szamok

9.9. Ramsey szamok

9.9.1. Ramsey szamok két halmazra

R (|12 3 4 5 6 7 8 9 10

1 |1]1 1 1 1 1 1 1

2 |1] 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

3 (1] 3 6 9 14 18 23 28 36 40-43
4 (1| 4 9 18 25 35-41 49-61 56-84 73-115 92-149
5 || 1] 5 14 25 43-49 58-87 80-143 101-216 125-316 143-442
6 (1|6 18 35-41 58-87 102-165 113-298 | 127-495 | 169-780 | 179-1171
7017 23 49-61 | 80-143 | 113-298 | 205-540 | 216-1031 | 216-1031 | 289-2826
8 |1] 8 28 56-84 | 101-216 | 127-495 | 216-1031 | 282-1870 | 317-3583 | 7~ 6090
9 (1] 9 36 73-115 | 125-316 | 169-780 | 216-1031 | 317-3583 | 5656588 | 5656588
10 | 1 | 10 | 40-43 | 92-149 | 143-442 | 179-1171 | 289-2826 | 7 ~ 6090 | 565-6588 | 5656588
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