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MATEMATIKA II. KATEGORIA

Javitasi—értékelési titmutatd

1. Legyen H = {1,2,...,n}. Megadhato-e két, kozos elem nélkiili A és B halmaz,
melyek unidja éppen H tgy, hogy A elemeinek Gsszege egyenlé B elemeinek szorzataval,
ha (a) n—2016; (b) n = 20177

Megoldas: Ha a feladatot kisebb n értékekre vizsgaljuk, akkor észrevehetjiik, hogy
n > 4 esetén megadhato ilyen A és B halmaz. Példaul n = 5 esetén 3+5 = 1-2-4, illetve
n==06esetén 3+44+5=1-2-6. 1 pont

Ebbdl észrevehets, hogy paros és paratlan n esetén mi lesz a megfelel6 A és B halmaz.
Elegend6 B-t megadnunk, A ennek komplementere lesz H-ra nézve.

(a) Ha n péros, akkor legyen n = 2k és B = {1,k — 1,2k}. B elemeinek szorzata
2k% — 2k. A elemeinek 6sszegét megkapjuk, ha az elsé n pozitiv egész dsszegébdl levonjuk
a B-be keriilt szamokat, azaz

2k(2k + 1
%—1—@—1)—%:%2—21{.
B elemeinek szorzata és A elemeinek Gsszege is egyarant 2k — 2k. 2 pont

Igy a feladat feltételeinek megfelels két halmaz a
B ={1,1007,2016}, A={1,2,...,2016}\ B. 1 pont

(b) Ha n paratlan, akkor legyen n = 2k + 1 és B = {1,k,2k}. B elemeinek szorzata
2k%. A elemeinek 6sszegét megkapjuk, ha az elsé n pozitiv egész 6sszegébdl levonjuk a
B-be keriilt szamokat, azaz

(2k +1)(2k + 2)

—1—k—2k =2k%
2

B elemeinek szorzata és A elemeinek Gsszege is egyarant 2k2. 2 pont
Igy a feladat feltételeinek megfelel§ két halmaz a

B ={1,1008,2016}, A ={1,2,...,2017}\ B. 1 pont

Osszesen 7 pont
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2. Az ABC haromszog A-bol indulé magassaganak talppontja T, a B-bdl induld
szogfelezs az AC' oldalt D-ben metszi. Tudjuk, hogy BDAZ = 45°. Mekkora a DTC/?

Megoldas: Rajzoljuk meg az AB szakasz 45°-os latokorét. A BC oldal és a latokor
metszéspontjat jelolje E. Mivel BDAZ = 45° =~ + g, igy 5 < 90°, tehat az F metszés-
pont valoban létezik. Mivel ABD/ = DBE/, ezért a latokorben hozzajuk tartozo harok
hossza egyenl6, azaz AD = DFE. 2 pont

Mivel E rajta van a 45°-0s latokoron, ezért AE B/ = 45°. Ekkor az AT E haromszog-
ben T-nél derékszog van, E-nél pedig 45°, igy ez egyenlGszard, derékszogi haromszog,
AT =TE. 2 pont

C

Azt kaptuk, hogy az AT ED négyszogben AD = DE és AT = TFE, tehat ez egy deltoid,

melynek szimmetriatengelye DT". 2 pont
Igy DT felezi az ATC Z-et, amibdl adodik a feladatban kérdezett DTCZ = 45°.

1 pont

Osszesen 7 pont

3. (a) Igazoljuk, hogy n kiilonb6z6 a;/b; alakt (de nem feltétlen kiilonbozs értéki)
racionéalis szamot kivalasztva a (0; 1) intervallumbol, a szamok nevez§inek Gsszege legalabb

2ﬁn
3

(b) Igazoljuk, hogy ha feltessziik a szamokrol, hogy kiilonboz6 értékiek is, akkor a
szamok nevezGinek Osszege legalabb
3
2 2
2 <—n> .
3

Megjegyzés. Az a;,b; szamok i € {1,2,...n} pozitiv egészek. Az 3 és Z—J szamok

i j
kiilonboz6 alakiak, ha a szamlalojuk, vagy nevezGjiik koziil legalabb az egyik kiilonb6z6.
Az $ és 32 szamok kiilonboz6 értékiek, ha £ # 2.
(3 7 3 J

Njw
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Megoldas: Legyenek a nevezGk nagysag szerint névekvs sorrendben a by, ..., b, sza-
mok, legyen s, = by + ... + b,,.

A (0;1) intervallumban a legkisebb nevezdji tortek a nevezsk sorrendjében, az azonos
nevezGjlieket pedig nagysig szerint irva:

11 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4
23 3 I U155 5566 66
A b; szamok kozott egy tetszoleges k szam legfeljebb k — 1-szer szerepelhet. 1 pont
(a) Torekedjiink arra, hogy az s, a lehets legkisebb legyen, ennek minimumat jelolje
S, és ehhez a lehetd legkisebb nevezdket valasztjuk, a hozzajuk tartozo b; sorozatot jelolje

B;. A legkisebb S,,-t akkor kapjuk, ha a nevezdket az iménti felsorolas alapjan valasztjuk,
azaz By =2, By = B3 =3, By = B5; = Bg = 4, ... A tovabbi elemekre pedig, azaz m > 4

esetén .
ha (m2— ) < < (7721), akkor B; =m.

Mivel minden i-re b; > B;, ezért s, > S,,. 1 pont
Most megmutatjuk, hogy B; > v/2i. Az elsé néhany értékre:
B1:22\/§7 32:32\/17 B3:3Z\/6

Tz 2z

ezekre pedig az allités igaz, hiszen

B@):mzmz.@:m. | pont

A B; > v/2i becslést felhasznalva S, > vV2+V4+...4+/2n = ﬂ(ﬁ+\/§++\/ﬁ)
A gyokos osszeg tekinthets az f(r) = /x fliggvény [0;n] feletti integraljanak egy felsd
kozelité Gsszegeként, azaz

n

VievEeviz [va- 3] -

0

3
n2.

Wl o

1 pont

Innen

2v/2

—_— n
3

(b) Vizsgaljuk meg, mennyivel né meg az 6sszeg, ha minden racionalis szam csak egy-
szer szerepelhet! ElGszor is feltehetjiik, hogy az egyszeri szereplés minden szam esetén
az egyszerisitett alakban torténik, ezzel a feltételezéssel ugyanis nem noveljiik az Gsszeg
értéket.

Vegyiik észre, hogy ebben az esetben a b nevez6hoz csak olyan szamléld tartozhat, ami
b-nél kisebb pozitiv egész, és relativ prim hozza. Ha b = 2k péaros, akkor b = 2k nevez§ji
szambol legfeljebb k fordulhat el, hiszen a szamlalé nem lehet paros. Ha a b nevez6 pa-
ratlan, akkor a b nevezdji szambol legfeljebb b — 1 fordulhat el6.

A nevezsk sszegét alulrol becsiiljiik a f; sorozat Gsszegeként adodo S)-nel. A (; soro-
zatban minden péaratlan ¢ nevezs t — 1-szer, paros t nevezs t/2-szer fordul els. Az els6
néhany értékre:

Br=2, Bo=pP3=3 Ba=ps=4, [s=pPr=P0s=P0s=5.

(NI
(NI

= 1 pont

anSnZ\/g-(\/I+\/§+...+\/E)Z\/§-§n
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Eszrevehetjiik, hogy a legfeljebb ¢ = 2I + 1 nevezdjti szamok szama, kiilon Gsszegezve
paratlan és paros nevezokre: (2+4+...+20)+ (1 +2+...+1) =3("1").

Az (a) részben leirtakhoz hasonléan most 63(z+1) = 2l + 1, és a sorozat monoton
2

novekedésébdl egyuttal §; > 2,4/ %z adodik, minden ¢-re. Most a maximalis indexi tagokat
meg kell vizsgalnunk kiilon a paros és kiilon a paratlan esetekre.

2 [l+1
By =2 +1>2 53( , ):2 I+ 1)l

A péaratlan esetben az [ + 1 és [ szdmok szamtani és mértani kozepének kétszerese kozti
egyenlGtlenséget kaptuk. A paros esetben

53(131)+(l+1) =20+2> 2\/§ (3 (l —g 1) + (I + 1))

Négyzetreemeléssel

2
412+8l+424((l+1)l+§(l+1)),

ami minden pozitiv [-re teljesiil.
Innen Osszegezve a [;-re kapott alsé becsléseket megkapjuk az allitést:

3;22\/?(\/I+\/§+...+\/ﬁ)22\/?§n3zz(gn)

Nlw

2 pont

Osszesen 7 pont

OKTYV 2016/2017 4 donté



