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Javitasi-értékelési atmutatd

1.  Egy szamtani sorozat elsd tagja 101, differencidja egyjegyili természetes szam. Hanyadik tagja
ennek a sorozatnak a 997, ha ismert, hogy ez a szam a sorozat legnagyobb haromjegyti tagja?

Megoldas:
A d differencidji szamtani sorozat n-edik tagjara vonatkoz6 formula szerint

a,=a,+(n—-1)-d,
¢és igy az ismert adatokkal

997 =101+ (n—1)-d,
ahonnan
(1) 896 =(Mn-1)-d.

Az (1) egyenletben nyilvanvald, hogy n > 2, n € N, tovabba a feladat feltétele miatt

(2) 1<d<10,
ahold € N. 1 pont

A 896 szam primtényezds felbontasa:
(3) 896 =27-7.

Az (1) és (2) osszefiiggések szerint a d differencia csak a 896 szam egyjegyli pozitiv osztdja lehet,
ezért (3) alapjan
d=1,d=2,d=4,d="7vagyd = 8. 2 pont

A kapott megoldasokat a feltételnek megfelelden aszerint vizsgaljuk, hogy a kapott d szamokra
van-e a szamtani sorozat tagjai k6zott 997-nél nagyobb haromjegyli szam.
A sorozat 997-et kovetd tagja

997 + d.

Ha d < 2 akkor a sorozat kovetkezd tagja is haromjegyti, ez pedig ellenkezik a feladat feltételével.
Ha pedig d > 2, akkor a sorozat kovetkez6 tagja legalabb négyjegyii szam, igy elegendd a
d =4,d =7 és d = 8 esetek vizsgalata. 2* pont



Ha d = 4, akkor a fentiek szerint a sorozatnak nincs 997-nél nagyobb haromjegyt tagja, tehat elég
megallapitani d = 4 esetén az n szam értékét.
Ehhez a

997 =101+ (n—1)-4

egyenletbdl azt kapjuk, hogy n = 225, ezért 997 a sorozat 225. tagja. 1 pont
Ha d = 7, akkor a sorozatnak ismét nincs 997-nél nagyobb haromjegyti tagja, a feladat ezért
annak a kiszamitasa, hogy most a sorozatnak hanyadik tagja a 997.

A
997 =101+ (n—1)-4

egyenlet megoldasaval adodik, hogy n = 129, tehat 997 a sorozat 129. tagja. 1 pont
Végiil, ha d = 8, akkor a sorozatnak a 997-nél nagyobb tagjai legalabb négyjegytiek, elegend6
tehat a
997 =101+ (n—-1)-8
egyenletbol n értékét kiszamitani.

Egyszerii szamolassal azt kapjuk, hogy n = 113, igy 997 a sorozat 113. tagja. 1 pont

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk, eredményeink szerint a feladat feltételeit harom sorozat
elégiti ki, ezekben

a, =101,d = 4,
a, =101,d = 7,
a, =101,d = 8,

¢s mindharom sorozatnak tagja a 997, mégpedig rendre

Ayy5 = 997,
a129 = 997,
aj13 = 997. 2 Qont

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés:

A 2* pontot akkor is megkapja a versenyzd, haa d = 1 és d = 2 differencidk esetén szdmitassal
igazolja, hogy a sorozatnak van 997-nél nagyobb haromjegyti tagja.

Ezek atagok a d = 1 kiilonbségre aggg = 998 és agqe = 999, illetve a d = 2 kiilonbségre

Ays0 = 999.



2. Egy 3x3 -as tablazat egységnégyzeteibe beirjuk 1-t6l 9-ig a szamokat (mindegyiket pontosan

egyszer). Ezutan a 3x3 -as tdbldzatra minden lehetséges modon ratesziink egy négy
egységnégyzetbdl allo 2x2-es tablazatot és kiszamitjuk az ebben levo négy szam Osszegét,
végiil az igy kapott O0sszegeket Osszeadjuk. Ezt megismételjiik a 3x3-as tablazat minden

lehetséges kitoltése esetén.

a) Hatarozza meg a fenti modon kaphato 6sszegek minimumat és maximumat!
b) Megkaphatd-e minden, a minimum és a maximum k6zé es6 pozitiv egész szam?
(Valaszat indokolja!)
Megoldés:
Toltsiik ki az alabbi tablazatot az a, b, ¢, d, e, f, g, h, i betiikkel, ahol a betiik mindegyike az
1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamok koziil pontosan az egyikkel egyenl6 (1. abra).

a b C

d e f

g h i
1. dbra

Osszeadassal kapjuk, hogy

(1) a+b+c+d+e+f+g+h+i=1+2+3+4+5+6+7+8+9=45.

Az 1. 4bra tablazatara egy azonos méretli egységnégyzetekkel rendelkezd 2x2-es tablazatot
pontosan négyféle modon helyezhetiink ra.

Az ezekben szerepld 4 — 4 szam S-sel jelolt 0sszege

(2) S=a+c+g+i+2b+2d+2f+2h+4e.

Az (1) és (2) eredmények Osszevetésével adodik, hogy

(3) S=45+b+d+f+h+3e.

A (3) alatti S 6sszeg nyilvan akkor a legnagyobb, ha b + d + f + h + 3e maximalis, ez pedig

akkor all el6, haa b,d, f, h betlik mindegyike az 5,6 ,7 ,8 szamok koziil pontosan az
egyikkel egyenld, tovabba e = 9.
Ekkor a 3x3-as négyzet saroknégyzeteiben az 1, 2,3 ,4 szamok helyezkednek el.

Eszerint a feladatban leirt eljarassal kaphat6 6sszegek maximuma

Srax =45+ 26 +27 =98

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Az eljaras soran kaphato 6sszegek minimumat pedig akkor kaphatjuk meg, ha

b+ d + f + h + 3e minimalis, tehat ha a 3x3-as tablazat kdzepén az 1-es szam van, vagyis
e = 1,valaminta b ,d, f, h betik mindegyike az 2,3 ,4,5 szamok koziil pontosan az
egyikkel egyenld, ekkor a 3x3-as tablazat saroknégyzeteiben a 6,7 ,8 ,9 szamok vannak.
Ebbdl az kovetkezik, hogy a minimalis 0sszeg

Smin =45+ 14+ 3 =62. 1 pont

A b) kérdés megvalaszolasdhoz eldszor induljunk ki a betiiknek illetve a szamoknak a
minimalis 6sszeghez tartozo elhelyezkedésébdol.

Ekkor, mint lattuk, a 3x3-as tablazat k6z¢épso négyzetén az 1-es szam van, az oldalak
kozépso négyzetein a 2,3 ,4,5 szamok, a (2) dsszegben egyszeresen eldforduld
a,c,g,i betiik helyén (a saroknégyzeteken) pedig a 6,7 ,8,9 szamok.

Viltoztassuk meg ezt az elhelyezkedést tigy, hogy az 5-6s és 6-0S szamot folcseréljiik.
Ezzel a (2)-beli a + ¢ + g + i Osszeget 1-gyel csokkentettiik, de a cserével a
2b + 2d + 2f + 2h 6sszeget éppen 2-vel noveltiik, igy az S 6sszeg értéke pontosan 1-gyel
ndétt, vagyis a csere utan
S=63. 1 pont
Ezutéan cseréljiik {6l a 6-0s és 7-es szamot, konnyen belathatjuk, hogy az igy létrehozott
cserével az Osszeg ismét 1-gyel nd, ezért a csere kdvetkeztében

S=64.
Kézenfekvd, hogy ezutan cseréljiik meg a 7-es €s a 8-as, a kovetkezd 1épésben pedig a 8-as
¢és a 9-es szamot, ezzel megkaphat6 az S = 65 és az S = 66 Osszeg. 1 pont

A kovetkezo 1épéssorozatban a 4-est cseréljiik az 5-0sre, majd az 5-0st a 6-0Sra, a 6-0st a

7-esre, végiil a 7-est a 8-asra, ezzelaz S = 67,5 = 68,5 = 69,5 = 70 6sszegek

mindegyikét megkapjuk.

A 1épéssorozatok ezutan a 3-as majd a 2-es szambol indulnak ki, és rendre a 7-es illetve a

6-0s szamig tartanak, ezekkel minden szdmot megkapunk az S = 78 §sszegig. 1 pont

Az S = 78 osszeget ugy is eldallithatjuk, hogy az 1. dbra tablazatdban az a , c, g, i betlik

helyén valamilyen elrendezésben az 1,4 ,5, 6 szamok vannak, a tdbla kézepén a 2-es szam,
a3,7,8,9 szamok pedig az oldalak k6zépsé négyzetein.

Ebbdl kiindulva végrehajtjuk a 3 — 4,4 — 5, 5 — 6 cseréket, ezzel megkaphatjuk az
§=79,5=80,S =81 Osszegeket. 1 pont

Végiil kiindulhatunk a maximalis 6sszegbdl is, ekkor, mint lattuk, az b, d , f , h betiik
mindegyike az 5,6,7 ,8 szamok koziil pontosan az egyikkel egyenld, a tabla kdzepén 9-es
szam van, tehat e = 9, a saroknégyzetekben pedig az 1,2 ,3 ,4 szamok és ekkor S, = 98.
A szamok cseréjének fenti modszerét alkalmazva 1-esével csOkkenthetjiik az 6sszeget €s igy
eljuthatunk S, = 98 0sszegtdl az S = 82 Osszegig.

Ez pedig azt jelenti, hogy a b) kérdésre a valasz az, hogy minden, az S,,,;;, = 62 és
Smax = 98 kozotti 6sszeget elérhetiink. 1 pont

Osszesen: 10 pont



3. Bizonyitsa be az (ab + b?) - (a® + ba) < 1 egyenl6tlenséget, ha a és b olyan pozitiv
valés szamok, amelyekre teljesiil, hogy a? + b? = 1!
Mikor all fenn egyenldség?

Megoldés:
A bizonyitand6 egyenldtlenség elsé zarojeles kifejezésébol a b, a méasodikbdl az a tényezot

kiemelhetjiik, ezzel az eredetivel ekvivalens egyenl6tlenséget kapunk:

ab-(a+b)-(a+b) <1,
azaz
(1) ab-(a+b)*> <1

Mivel (a + b)? = a? + b? + 2ab és ez az a? + b? = 1 feltétel miatt (a + b)? = 1 + 2ab
alakba is irhato, ezért elegendd az
(2) ab-(1+2ab) <1

egyenldtlenséget bizonyitani.
Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenséget a pozitiv a? és b?
szdmokra!
Eszerint
a’+b? >

>Va?- b2
2

Az a, b pozitiv szamok, ezért Va? - b2 = ab, igy az a? + b* = 1 feltétel ismételt
figyelembevételével azt kapjuk, hogy

1
(3) ab S;E.
A (3) Osszefiiggésbdl az kovetkezik, hogy 2ab < 1, és ezért

4) 1+ 2ab < 2.

A (3) és (4) egyenldtlenségek megfeleld oldalainak 6sszeszorzasaval
ab-(1+2ab) <1

ez pedig éppen a bizonyitandoval ekvivalens (2) egyenldtlenség.

Az egyenldség pontosan akkor all fenn, mikor a szdmtani és mértani kozép kozotti

egyenlStlenségben az egyenldség esete valosul meg, vagyis akkor, amikor a? = b?,
azaz

a=>»b
Ekkor
1 V2
a = l) = ;Ef = 752
Osszesen:
Megjegyzés:

A (3) egyenldtlenséghez ugy is eljuthatunk, hogy az u = ab helyettesitéssel (2) alapjan
megoldjuk a 2u? + u — 1 < 0 egyenl6tlenséget pozitiv u szamokra.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

10 pont



4.  Hatarozza meg azt a legkisebb p természetes szamot, amelyre az

logi_2x(x+2p)=1+1log 1 (p—x)

1-2x
egyenlet mindkét oldala értelmezhetd €s az egyenletnek van legalabb egy valos
megoldasal!
Megoldas:

Az egyenlet két oldalan szerepld logaritmikus kifejezések alapszama a logaritmus
értelmezése miatt csak pozitiv szam lehet, valamint 1 — 2x # 1, ezért

1
(1) X<z, x#0.

A logaritmus értelmezése miatt mindkét oldalon a logaritmikus kifejezés numerusza pozitiv,
azaz egyszerre kell teljesiilnie az x + 2p > 0 és p — x > 0 feltételeknek, ebbdl azt kapjuk,

hogy
(2) —-2p<x<p.

A kiilonboz6 alapu logaritmusok kozotti atvaltasi 6sszefiiggés miatt
logy—2x(p — x)

log 1 (p—x)= I
1m2x l0g1-2x T35

és mivel

l 1 =-1

091-2x7_ o )
ezért
(3) 109%(19 —x) = —logi_x(p — x) .

—2X

Az (1) feltétel figyelembe vételével
(4) logi_ox(1—2x) =1.

A (3) és (4) eredmények alapjan az eredeti egyenletet atalakitjuk:

logl—Zx(x +2p) + logl_zx(p —x) = logl_zx(l —2x),
innen pedig az azonos alapu logaritmikus kifejezések 6sszeadasara vonatkoz6 azonossagot
alkalmazva:

(5) logy—2x[(x + 2p) - (p — x)] = log;_2,(1 — 2x)

Aza=1-2x,b=(x+2p)-(p—x)ésc=10g1-2.[(x + 2p) - (p — x)] jel6lésekkel az
(5) egyenlet bal oldalat az log,b = c alakba irhatjuk, ahol a feltételek szerint a , b, ¢ pozitiv
szamok.
A logaritmus definici6ja alapjan

a®=b.
oldalra alkalmazva

a® = a.
A kapott két 6sszefliggés pontosan azt jelenti, hogy a = b, azaz

x+2p)-(p—x)=1-2x.

1 pont

1 pont

2 pont



A kapott egyenletbdl a miiveletek elvégzésével és rendezéssel az
(6) x2+(P—-2)'x+1-2p%=0

paraméteres masodfoku egyenletet kapjuk. 1 pont

A (6) egyenletnek akkor van legalabb egy valés megoldasa, ha az egyenlet diszkriminansa
nemnegativ, vagyis, ha:
p—22-4-1-2p») 20,

ahonnan a miiveletek elvégzésével és rendezéssel adodik, hogy:
(7) 9p? —4p > 0.

Az f(p) = 9p? — 4p masodfoki fiiggvény zérushelyei
pr=0¢ésp, = %.

A (7) egyenl6tlenség pontosan akkor all fenn, ha p < 0 vagy p = g, mivel azonban a feltétel

szerintp € N, ezértp = 0 vagy p = 1. 1 pont

1 pont

Feladatunk a legkisebb olyan p € N paraméter megkeresése, amelyre a (6) egyenletnek, és
igy az eredeti egyenletnek legalabb egy megoldasa van.

Vizsgaljuk eldszor a p = 0 esetet. Ez a paraméter nem felel meg a (2) feltételnek, tovabba

p = 0 mellett a (6) egyenlet megoldasa x = 1, ez ellentmond az (1) feltételnek és x = 1

esetén az eredeti egyenlet logaritmikus kifejezései nem értelmezhetdk. Ezért p = 0 nem

megoldasa a feladatnak. 1 pont

Ap > 1 feltételnek megfeleld legkisebb természetes szam ap = 1.
Ekkor a (6) egyenlet
x?—x—-1=0,

1++5 1—-+5
2’ N '

amelynek megoldésai

x1=

Az x; nem felel meg az (1) feltételnek.
Ellen6rzés utan azt kapjuk, hogy x, megfelel az (1) és (2) feltételeknek is, tovabba az x,
szamra értelmezhet6k az eredeti egyenlet logaritmikus kifejezései is. 1 pont

Végeredményiink tehat az, hogy p = 1 az a legkisebb természetes szam, amelyre a kiinduld
egyenlet mindkét oldala értelmezhetd, ekkor az egyenletnek pontosan egy megoldasa van, ez

a megoldas
1-+5

X = f

¢és megallapithatjuk, hogy ekkor az egyenlet mindkét oldalanak értéke

5-+5
logs—0F—- 1 pont

Osszesen: 10 pont



5. Az egységnyi oldalhosszisagi ABC szabalyos haromszog BC oldalanak tetszOleges
belsé pontja D. Forgassa el a D pontot az A koriil 60°-kal negativ iranyba, a kapott pont
legyen E.

Legyen tovabba az AB és DE egyenesek kozos pontja F.
Hatarozza meg az AF szakasz hosszanak minimalis értékét!

1. Megoldas:
Készitsiink a feltételeknek megfeleld abrat (2. abra), amelyen parhuzamost huztunk az E

ponton keresztiil AB-vel, a parhuzamos és a CB egyenes metszéspontja H. 1 pont

Igazolni fogjuk, hogy a BHE szabalyos haromszog.

T

E

2. abra

A C és D pontok A pont koriili negativ iranyu 60°-0s elforgatottja rendre B és E, ezért a CB
egyenes elforgatott képe a BE egyenes, a két egyenes ezért 60°-os szoget zar be egymassal,
vagyis EBH# = 60°.

Ugyanakkor a BHE# és CBA% szogek a HE és BA egyenesek parhuzamossaga miatt
egyallasu szogek, ezért BHE4 = 60°.

Ezekbdl az kovetkezik, hogy a BHE haromszog harmadik szoge is 60°-os, tehat a haromszog
valdban szabalyos. 1 pont
A BD = x jeloléssel CD = 1 — x, és mivel a CD szakasz A koriili megadott iranyu és szogi
elforgatottja BE, ezért BE = 1 — x.



Mivel a BHE haromszog szabalyos, ezért az is igaz, hogy
BH =HE =1—x.

Felirhatjuk a parhuzamos szeldszakaszok tételét a BF és HE parhuzamosokkal metszett

EDH4-re:
BF B DB

HE DH’

A DH szakasz hossza egységnyi, mert DH = DB +BH =x+1—x = 1.
Innen a BF = y jeloléssel

y _X
1—-x 1°
A kapott egyenletbdl y = x - (1 — x) kovetkezik.
A nyilvanvaldan pozitiv x és 1 — x szdmokra felirhato a szamtani €s mértani kozép kozotti
egyenldtlenség:
x+1—x
\IX'(].—X) ST’
azaz
1
VX (1 - x) < E
ahonnan
1
x-(1—-x)< T
¢és egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha x = 1 — x, vagyis ha
1
X = E

Az AF szakasz hossza pontosan akkor minimalis, ha az y = BF szakasz hossza maximalis, a
maximum értéke

1
Ymax = Py
ezért
3
A}; min = Iy
Az AF szakasz hosszanak minimuma tehat 2 ¢s ez pontosan akkor valosul meg, ha a D pont a
BC szakasz felezOpontja.
Osszesen:
Megjegyzés:
Azy =x-(1—x) = —x?+ x kifejezés maximumanak helye és értéke meghatarozhaté az
-~(+-3) +3
y==\"72) "1

atalakitas segitségével is.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont



2. megoldas:
Az elforgatas tulajdonsadga miatt AD = AE, és mivel DAE4 = 60°, ezért az ADE haromszog
szabalyos (3. abra). 1 pont

3. 4bra

Az dbrén a DAB4 = «a jeloléssel azt kapjuk, hogy DACA = 60° — a, ezért az ADC, BDF
illetve ADF haromszogekben rendre
CDA4 = 60° + q,

BDF4 = 60° — q,
illetve
DFA% = 120° — . 1 pont

A fentiek miatt az ABD haromszogben
ADB4 = 120° — a.

Felirjuk a szinusztételt az ABD haromszogben:

AD _ sin60°
AB ~ sin(120° — )’

mivel azonban AB = 1, ezért az AD szakasz hosszanak mértéke

sin60°

P 2 pont
D sin(120° — )’ P

(1)

10



Felirjuk a szinusztételt az ADF haromszdgben is:

AF _ sin60°
AD  sin(120° — )’

ahonnan (1) segitségével és a miiveletek elvégzésével azt kapjuk, hogy

Fe ( sin60° )2
~ \sin(120° — )/ °

Mivel
V3
sin60°® = —,
2
ezért

AP — 3 1
" 4 sin?2(120° — )’

Ebbdl az kovetkezik, hogy az AF szakasz hossza akkor minimalis, ha
1

sin2(120° — a)

minimalis, ez pedig éppen akkor 4ll fenn, ha sin?(120° — «) a legnagyobb, azaz, ha
(2) sin?(120° — a) = 1.

A (2) egyenl6ségbdl sin (120° — a) = 1, vagy sin (120° — a) = —1 kovetkezik.
Ugyanakkor sin (120° — a) = —1 nem lehetséges, mert 0° < a < 60°, igy csak

sin (120°—a) =1
fordulhat eld.

Az 0° < a < 60° feltételt figyelembe véve eszerint 120° — a = 90°, azaz
a = 30°.

Eredményiink azt jelenti, hogy a feladat feltételei mellett az AF szakasz minimalis hossza
3
AFpin = =,
min 4

¢s ez a BC szakasz kiilonb6z0 helyzetli bels6 D pontjait tekintve pontosan akkor kovetkezik

be, ha az AD szakasz szogfelezbje a BAC4-nek, ekkor AD merélegesen felezi a BC szakaszt.

Osszesen:

Megjegyzés:

A megfeleld szogek egyenldsége miatt az ADC és DFB haromszdgek hasonldok, a megfeleld
oldalak ardnyabol (az elsé megoldashoz hasonléan) AF =1 —BF =1—BD - CD
kovetkezik.

11

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

10 pont



