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Javitasi-értékelési Utmutatd

1.  Felirtuk egy tablara az 1,2,3,...,2015,2016 szamokat. Egy lépésben két tetszéleges
szamot letdrolve kodzlluk, vagy az 6sszegliket, vagy a kildnbségik abszolutértékét irjuk
helyettik a tablara. Ilyen 1épések sorozataval a tablan levo szamok darabszama csokken,
végul egy szam marad a tablan.

Lehet-e az utolsd szam

a) 2017
b) 20167
Megoldas:
Kezdetben a szdmok 6sszege a tablan a szdmtani sorozat 6sszegképlete szerint
1+ 2016
(1) = ——— 2016 = 2033136.

Eszerint a feladatban leirt 1épések sorozatanak végrehajtasa el6tt a tablan levé szdmok 0sszege
paros szam volt. 1 pont

Ha egy lépést végrehajtunk, és ennek soran a torolt szamok helyett az 6sszeglket irjuk a
tablara, akkor a tablan levo szamok Osszege nyilvanvaloan egyenld lesz a 1épés végrehajtasa
eldtti Osszeggel.

Ha pedig egy lépésben a torolt szamok helyett a killonbséguk abszolutértékét irjuk a tablara,
akkor a tablan levd szamok Osszege a kisebb szam kétszeresével csokken a lépés eldtti
0sszeghez képest.

Tehat a megengedett Iépések barmelyikének végrehajtasaval a tablan marad6 szamok 6sszege
vagy valtozatlan marad, vagy paros szammal csokken. 2 pont



Mivel a Iépéssorozat megkezdése el6tt a szamok dsszege paros volt, akkor ez azt jelenti,
hogy a lépéssorozat vegén a tablan utoljara megmaradt szdm csak paros lehet, tehat 2017
nem maradhat a tablan. 1 pont

A feladat b) részének megvalaszolasahoz megadunk egy olyan konstrukciét, amely
bizonyitani fogja, hogy a tablan az utoljara megmaradt szam lehet 2016.

A konstrukcié megadasahoz el6szor az 1, 2, 3, ..., 2015, 2016 szdmok koziil olyan parokat
képezink, amelyek kilonbségének abszolutértéke 1008, ezek a szdmparok:

(1,1009); (2,1010 ); (3,1011);...; (1007,2015); (1008,2016),
ez pontosan 1008 darab szdmpar. 1 pont

A 1épéssorozat els6 részében egy-egy |épés soran ezeket a parokat toroljik és helyettik a
kilonbségik abszolutértékét, vagyis 1008-at irunk a tablara.
Ezutan 1008 darab 1008-as szerepel a tablan.

Az 1008 darab szambol ismét parokat képeziink, ezzel a tdblan pontosan 504-szer fog
szerepelni az
(1008, 1008)
szampar. 2 pont

A kovetkez6 1épéssorozatban az 504 szamparbol 503 szampart torliink, és helyettik a
kilonbségik abszolutértékét, azaz 0-t irunk a tablara.
Az utolso
(1008,1008)
szampart szintén toroljuk, de itt a két szam 6sszegét irjuk a tablara. 1 pont

Ezzel azt értik el, hogy a tablan 503 darab 0 és egy darab 2016-0s szdm szerepel.

A tablan igy megmaradt 504 darab szammal a megengedett 1épések barmelyikét végrehajtva
a tablan szerepl6 0-ak mellett mindig pontosan egy darab 2016-0s marad meg. 1 pont

A konstrukcid tehat valaszt ad a feladat b) kérdésére; eszerint a megengedett 1épések
alkalmazéasaval a tablan utoljara megmaradd szam lehet 2016, és ez a fenti konstrukcid
alkalmazasaval meg is valosul. 1 pont

Osszesen: 10 pont



2. Asikon a C és D pontok az AB szakasz altal meghatérozott egyenes ugyanazon oldalara
esnek ugy, hogy az ABC és ABD haromszogek kordlirt kre azonos.
Legyen az ABC haromszdg beirt korének kdzéppontja E, az ABD haromszdg beirt korének
kdzéppontja F, a C és D pontokat nem tartalmazo AB iv felez6pontja G.
Bizonyitsa be, hogy az A, B, E, F pontok egy G kdzéppontu koron helyezkednek el!

Megoldas:
Készitslink a feltételeknek megfeleld abrat, amelyen legyenek az ABC haromszog belsé szogei
CAB4 = a, ABC4 = B és BCA4 = y (1. abra).

Az ABD héaromszdg D csucsabol a feltételek miatt az AB szakasz ugyanakkora szdgben
latszik, mint a C pontbol, ezért BDA4 = y. 1 pont

1. &bra

Legyen az ABD haromszdg masik két bels6 szoge DAB4 = 6§ és ABD4 = .

Az E és F pontok rendre az ABC és ABD haromszogek beirt kdreinek kdzéppontjai, tehat a két
haromszog belsd szogfelezdinek metszéspontjai.

Az ABC haromszogben ezért a CE egyenes felezi a y szdget, és igy felezi a y sz6ghoz tartozo,
a C és D pontokat nem tartalmazo AB ivet, azaz a CE egyenesre illeszkedik a G pont.

Mivel azonban a C eés D pontok az AB egyenes ugyanazon oldalan vannak es
BCA4 = BDA4 =,

ezert az ABD haromszog DF szogfelez6je ugyancsak athalad a G ponton, vagyis a CE és DF
egyenesek az ABC és ABD haromszogek kdzos korulirt korének G pontjaban metszik egymast. 1 pont



Egy korben azonos nagysagu kerileti szogekhez azonos nagysagu ivek és azonos hosszusagu
harok tartoznak, ezért az el6z6 eredményiink azt is jelenti, hogy

(1) GA=GB. 1 pont

Az ACE haromszdogben
a

N=

és mivel a GEA4 az ACE haromszog kiils6 szoge, ezért
a+y
(2) GEA% = ——.

A Keruleti szogek tétele miatt CGA4 = CBA4 = B, ésigy EGA4 = B is teljesul, ezért a GAE
haromszdgben
a+y

2 )

GAE4 = 180° — § —

de az ABC haromszogben a + 8 + y = 180°, és igy 180° — B = a + y, és ebbdl pedig
egyszerl szamolassal kapjuk, hogy

a+y
(3) GAE4 = :

2

2 pont

A (2) és (3) eredmények szerint a GAE haromsz0g egyenld szaru, tehat
(4) GA = GE . 1 pont

A BDF haromszdgben
€ Y
FBD4 = — BDF# = —
i 2’ % 2’

tovabba a GFB4 az BDF haromszog kiils6 szoge, ebbdl azt kapjuk, hogy

&+
(5) GFBA = T”

A keruleti szdgek tételenek alkalmazasaval addodik, hogy DGB4 = DAB4 = &, ezzel

FGB4 = § is fennall, igy a GBF h&romszogben

E+Yy
GBF4 = 180°—§ — >

ugyanakkor az ABD haromszdgben § + € + y = 180°, ezért 180° — § = € + y, ebbdl pedig
azt kapjuk, hogy

£+
(6) GBFs ="

2

2 pont



Az (5) és (6) eredmények egyuttesen azt jelentik, hogy a GAE haromszog is egyenld szart,
ezért

(7) GB = GF .
Az (1), (4) és (7) Osszefliggések szerint
GA = GB = GE = GF,
vagyis a C és D pontokat nem tartalmazo AB iv G felezOpontja egyenl tavol van az

A, B, E, F pontoktdl, tehat ezek a pontok egy G kdzéppontd koéron vannak, és éppen ezt
akartuk bizonyitani.

Osszesen:

Megjeqyzés:

A feladat megoldéasa alapjan azt is belattuk, hogy a G kézéppontd, GA = GB sugaru korre
illeszkedik minden olyan haromszdg beirt kdrének kdzéppontja, amelynek két cstcsa A és B,
harmadik csucsa pedig az ABC haromszog kordlirt korének C pontot is tartalmazo korivére
illeszkedik.

1 pont

1 pont
10 pont



3. Avalds szamok halmazan értelmezett egész egyutthatos
fxX)=ax?*+bx+c (a'b-c#0)
fliggvényrdl tudjuk, hogy

fla) =f() = f(c)=0.

Adja meg az 6sszes ilyen tulajdonsagu fliggvényt!
Megoldés:
Az a-b-c # 0 feltétel miatt az f(x) = ax? + bx + c egyik egy(tthatdja sem lehet zérus,
tehat az f(x) masodfoku figgvény. 1 pont

A valés szamok halmazan értelmezett f(x) = ax? + bx + ¢ masodfokul fliggvénynek nem
lehet harom kiilonboz6 zérushelye, tehat az

fl@=fb)=f()=0
feltétel csak akkor teljesiilhet, ha az a; b; c egytthatok kdzott vannak azonosak. 1 pont

Ha mindharom egyiitthat6 egyenld, azaz a = b = c, akkor az f(x) fliggvény a kovetkez6
alakban irhato fel:

(D fX)=a - x*+x+1).
Az (1) fuggvénynek azonban nincs zérushelye, hiszen a # 0 és az x? + x + 1 masodfoku
fliggvény diszkriminansa negativ.

Ezértaz a = b = c eset nem allhat fenn. 1 pont

Ha két egyenld egylitthato van €s a harmadik ezektdl kiilonb6z0o, akkor tobb eset is
lehetséges.

Ha a = b # c, akkor egyrészt f(x) = ax? + ax + ¢, masrészt f(a) = f(c) = 0, azaz

2) a+a’+c=0,
illetve
3 ac’+ac+c=0.

A (2) és (3) egyenletek megfeleld oldalait kivonva egymdasbol, azt kapjuk, hogy
a® — ac? + a® — ac = 0, ahonnan szorzatta alakitassal

(€)) a-(a—c)-(a+c+1)=0.

A (4) egyenletben csak a + ¢ + 1 = 0 lehetséges, hiszen a feltételek miatt a # 0, illetve
a+c.
Ebbdl azt kapjuk, hogy

c=—-a-—1.



A (3) egyenlet mindkét oldalat oszthatjuk a ¢ # 0 szammal, ebb6l adodik az
acta+1=0
egyenlet, amelybe a kapott ¢ = —a — 1 Gsszefliggést helyettesitve egyszerli szamolassal az

(5) a’=1
egyenletet kapjuk.

Az (5) egyenlet megoldasai az a = 1 és a = —1 egész szamok.

Ezek kozill az a = —1 nem felel meg a feltételeknek, mert ebbél ¢ = —a — 1 szerintc = 0
kovetkezne.

A feltételek és a = 1 alapjan b = 1 és ¢ = —2 adddik, eszerint a feladat megoldasa az
fX)=x*+x-2
masodfoku fuggvény, amelynek egyitthato egész szamok.

Ha a = c # b, akkor f(x) = ax? + bx + a, illetve f(a) = f(b) = 0 miatt

(6) ai+ab+a=0,
illetve
(7) ab’+b*+a=0.

A (6) és (7) egyenletek megfeleld oldalait egymasbol kivonva az a®> — ab? + ab — b? = 0
egyenletet kapjuk, ahonnan szorzatta alakitassal

(8) (a=b)-(a*+ab+b)=0.

A (8) egyenletben a # b miatt a — b = 0, igy csak a? + ab + b = 0 lehetséges, amelybdl
a’+b =—ab

kovetkezik.

A (6) egyenlet mindkét oldalat az a # 0 szdmmal osztva a? + b + 1 = 0, ahonnan
a’+b=-1

adodik, ezt el6z6 eredményiinkkel 6sszevetve az

) ab=1

egyenletet kapjuk.

2 pont



A (9) egyenlet megoldasaiaz a = 1;b = 1 ésa = —1; b = —1 egészekbdl allo szamparok.

A feladatnak azonban egyik szampéar sem megoldésa, mert feltételeink szerint
a#*b.

Végul, hab = ¢ # a, akkor az f(x) = ax? + bx + b, illetve az f(a) = f(b) =0
feltételeket figyelembe véve

(10) al+ab+b=0,
illetve
(11) ab?+b?>+b=0.

A (10) és (11) egyenletek megfeleld oldalait kivonjuk egymasbdl, igy szorzatté alakitas
utan az

(12) (a—=b)-(a®?+ab+b)=0
egyenletre jutunk, amelyik pontosan megegyezik az el6z06 esetben kapott (8) egyenlettel.

A (12) egyenletben a # b miatt a — b # 0 nem lehetséges, ezért a? + ab + b = 0,
ahonnan

ab+ b = —a?
adaodik.

A (11) egyenlet mindkeét oldalat oszthatjuk a b # 0 szammal, ebbdl ab + b + 1 = 0,
ahonnan
ab+b=-1
kovetkezik.
Az ab + b kifejezésre kapott két egyenlet 6sszevetésével

(13) a?=1.

A (3) egyenlet megoldasai az a = 1 és a = —1 egész szdmok. A feltételeknek azonban
egyik szdm sem felel meg, mert a = 1 és ab + b = —1 figyelembe vételével

b_1
2

kovetkezne, ez pedig ellenkezik a feladat egész szdmokra vonatkozé feltételével, az
a = —1 pedig ab + b = —1 alapjan lehetetlen eredményre vezet.

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk és azt kaptuk, hogy a feladat feltételeinek
egyetlen fliggvény felel meg, az a = b = 1 és ¢ = —2 egeész egyltthatokkal felirt

fxX)=x*+x-2

masodfoku fliggvény, ez a feladat egyetlen megoldéasa.

Osszesen:

2 pont

2 pont

1 pont
10 pont



