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Megoldasok

1. feladat

Az ABCD hurnégyszog BC' és CD oldalai egyenl6k. Legyen E a B pont kézéppontos
tiikorképe C-re. Mutassuk meg, hogy az atlok metszéspontjanak a BC egyenesre vonatkozo
tiikkorképe az ABE haromszog korilirt korére esik.

Megoldas: Az atlok F metszéspontja az ABFE haromszog egyik stlyvonaldnak belsd
pontja, és igy maganak az ABFE haromszognek is belsé pontja. Ezért ahhoz, hogy F-nek a
BFE oldalegyenesre vonatkozo tiikorképe a koriilirt korre keriiljon, a keriileti szogek tétele
miatt elegendd, hogy a BAFE sz0g és a BF E szog 180°-ra egészitse ki egymast.

A
D

B C E

Az &bran egyvonalas ivvel jelolt BAF és CBF szogek egyenldk (a kozos értékiik legyen ¢),
mert az ABCD négyszog koriilirt korében egyenld ivekhez tartozd keriileti szogek. Elég
tehat belatni, hogy a kétvonalas ivekkel jelolt FAC és CEF szogek is egyenlSk (a kozos
értékiiket jelolje 1), hiszen akkor BAE< = ¢ + 1, és a BEF haromszoghdl BFE< =
= 180° — (¢ + ¥).

Az ABC haromszog és a BF (' haromszog hasonld, mert a C-beli szogilik ko6zos, és az A-nal,
illetve B-nél levé szogiik is egyenls. Innen AC : BC = BC : FC, azaz BC = EC miatt
AC : EC = EC : FC kovetkezik. Az ACFE héromszogben és az ECF haromszogben a
C csucsnal levs kozos szoget kozrefogd oldalak aranya tehéat egyenld, és a két hdromszog
hasonlo. Igy EAC< = C EF<, amit bizonyitani akartunk.
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2. feladat

Legyen f egész egyiitthatos polinom, k > 2 egész, és p primszam. Tegyiik fel, hogy az
f(0), f(1),..., f(p — 1) szamok p-vel osztva k kiilonbozé maradékot adnak. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor f foka legalabb (p —1)/(k — 1).

Megoldas: Tekintsiik el6szor a feladat k = 2-re vonatkozo specialis esetét: tegyiik fol,
hogy az f(0), f(1), ..., f(p—1) szamok p szerint pontosan két maradékosztalyhoz tartoz-
nak, és azt kell belatnunk, hogy f foka legaldbb p — 1. Az &altalanossag csorbitasa nélkiil
feltehetjiik, hogy a két maradékosztaly egyike a 0, hiszen tetszés szerint modosithatjuk f
konstans tagjat. A p-vel nem oszthatd f-értékek p szerinti maradékat jeloljik d-vel.

A0 <z <p-—1 egészek koziil legyenek aq, as, ..., a,, azok, amelyekre f(x) maradéka
d-vel egyenlé modulo p. Ekkor tehdt 0 < m < p, és az a;-kt6l kiiléonb6z6 0 és p — 1 kozotti
x egész szamokra p | f(x) érvényes.

A kis-Fermat-tétel alapjan a 0 < x < p — 1 egészekre az (z — a;)P~! hatvany 1 maradékot
ad p-vel osztva, ha x # a;, és persze 0, ha z = a;. Ezért az

I-(z-—a) )+ (1-(z—a)’ ) +...+ (1 - (z—an)’ ")

osszegben ha r = a;, egyediil az i-edik tag ad 1 maradékot modulo p, és az Osszes tobbi tag
p-vel oszthatd, ha pedig x az a;-k mindegyikétdl kiillonb6z6 egész szam 0 és p — 1 kozott,
akkor mindegyik tag p-vel oszthatd. Tekintsiik a

g(@)=d) (1 (z—a)"")
=1

egész egyiitthatos (p — 1)-edfokiul polinomot. Az el6z6ek alapjan minden 0 < z < p — 1
egész szam esetében g(x)-nek ugyanannyi a p szerinti maradéka, mint f(x)-nek. Nyilvan
ekkor ugyanez igaz minden x egész szamra is.

A h = f — g polinomnak igy minden egész helyen vett helyettesitési értéke p-vel oszthato.
A kovetkezd, egész egylitthatos polinomokra vonatkozo segédtételt alkalmazzuk:

Ha egy a p primszamnal alacsonyabb foki egész egyiitthatés polinomnak minden egész
szamnal vett helyettesitési értéke oszthato p-vel, akkor a polinom mindegyik egytitt-
hatéja oszthaté p-vel.

A segédtételt élesebb formaban kimondva lehet konnyen bebizonyitani: ha a polinom
foka n, ahol n < p, és legaldbb n + 1 kiillénb6z6 p szerinti maradékosztalyhoz tar-
toz6 egész szam behelyettesitésekor kapunk p-vel oszthatd értéket, akkor az Osszes
egylitthato oszthaté p-vel. A bizonyitas n szerinti teljes indukcioval torténhet. Az
indukcios 1épésben maradékosan osztunk az (z —a) polinommal, ahol a a szoban forgd
maradékosztalyok egyikéhez tartozik. Ekkor a maradék p-vel oszthato, és az indukcids
feltevést a hanyadosra alkalmazzuk.

A g polinom (p — 1)-edfok, és a f6egyiitthatoja —md, ami nem oszthaté p-vel. Ha f ennél
alacsonyabb foku volna, akkor h is (p — 1)-edfoka volna ugyanazzal a fSegyiitthatoval,
mint g, ami a segédtétel miatt lehetetlen. Tehéat f foka valoban legalabb p — 1.
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Ratériink a feladat altalanos esetére. Legyenek az f polinom 0, 1, ..., p — 1 helyeken
felvett értékeinek modulo p paronként kiilonb6z6 maradékai a cq, co, ..., cx szamok, és
tekintsiik az

Fe) = (f(a) = ca) ... (f(a) — i)

egész egylitthatos polinomot. Nyilvan F' foka az f fokanak (k — 1)-szerese, tehat azt kell
belatnunk, hogy F' foka legalabb p — 1.

Legyen 0 < x < p — 1 tetszéleges egész. Ha f(x) értéke ¢; modulo p, akkor F(x)-nek
és (cp — c2)...(c1 — ck)-nak ugyanannyi a p szerinti maradéka, és az utoébbi nyilvan nem
oszthato p-vel. Ha pedig f(z) maradéka p szerint valamelyik masik c;-vel egyenls, akkor
viszont p | F(z). Tehat az F polinomra teljesiilnek a feladat feltételei k = 2-vel, igy a
korabban bizonyitottak szerint F' foka valéban legalabb p — 1.

Megjegyzések: (1) A megoldas els6 részében az 1—(z—a)P~! polinom helyett hasznalhattuk
volna a [[;_,(z — j) polinomot is, ami (27 — z)/(z — a)-val egyenlé modulo p. Ennek is
gyoke mindegyik a # j, és Wilson tétele miatt az a-nal felvett értéke —1 modulo p.

(2) A megoldasban felhasznalt segédtétel ,a polinomok azonossagi tétele” a modulo p
maradékosztalyok teste feletti polinomok korében. Bizonyitasa (valamivel altalanosabb
formaban) megtalalhato példaul Kiss Emil Bevezetés az algebraba cimii tankonyvének 2.4.
szakaszaban.

3. feladat

Adott 7 darab vektor a térben tgy, hogy semelyik hidrom nincs egy sikban. Mutassuk
meg, hogy ha barmely két kiilonbo6z6t skalarisan Gsszeszorzunk, akkor legalabb haromféle
szamot kapunk.

Els6 megoldas: Tegyiik fol indirekt modon, hogy léteznek ilyen vektorok, amelyek koziil
a kiilonb6z6k skaléris szorzatai az s és t lehetséges értékek koziil keriilnek ki. Készitsiik el
azt a G grafot, melynek csicsai ezek a vektorok, és két csiics akkor van éllel 6sszekotve,
ha a két megfelel§ vektor skalaris szorzata s. Jelolje A a G cstucsainak halmazat, B pedig
a csicsokbol képzett parok (kételemt részhalmazok) halmazat, tehat B elemszama 21.
Készitsiink egy méasik P (ezuttal paros) grafot is a kovetkez6képpen: cstcsai A U B, és
egy a € A csucsot akkor kotiink Gssze egy {b,c} € B péarral, ha az a-b és a - ¢ skalaris
szorzatok egyenlgk. Ilyenkor a- (b — ¢) = 0, azaz a merdleges (b — c)-re.

Megmutatjuk, hogy P-nek tobb, mint 42 éle van. Valoban, ha a € A, és a foka a G grafban

k, akkor a-bo6l P-ben
k N 6—k
2 2

él indul, hiszen a akkor van Gsszekétve P-ben {b, c}-vel, ha a-bol él vezet b-be is és c-be
is G-ben, vagy ha egyikbe sem. A fenti kifejezés értékét k = 0,... ,6 esetén kiszamitva
rendre a 15, 10, 7, 6, 7, 10, 15 szamokat kapjuk. Ezért A minden elemébdl legalabb 6
él indul P-ben. Ez Gsszesen 42 él. De itt egyenlGség nem lehetséges, mert ha A minden
elemébdl 6 él indul P-ben, akkor G minden cstucsanak a foka 3. Ez lehetetlen, mert akkor
G-ben a fokszamok Osszege 21, ami paratlan szam, holott G élei szamanak kétszerese.

3



Tehat P-nek tobb, mint 42 éle van, és mivel B elemszama 21, van B-ben legalabb har-
madfokt pont. Azaz van olyan {b,c} € B, amely ssze van kétve P-ben harom kiilonb6zs
d,e,f € A csiucesal. Ezért b — ¢ mer6leges d, e, f mindegyikére. De ez harom nem
egysika vektor, és ezért mindharomra csak a nullvektor lehet meréleges. Ezért b = ¢, ami
ellentmondas.

Masodik megoldas: Indirekt médon tegyiik fel, hogy a hét adott vektor koziil seme-
lyik harom nincs kozos sikban, és a bel6liik képzett skalaris szorzatok csak kétféle értéket
vesznek fel. A zérusvektor nyilvan nem szerepelhet kozottiik, hiszen barmelyik két masikkal
egysikta volna. Vegyiik fol a hét vektort egy kézos O kezdSpontbdl kiindulva.

A hét vektor k6zott van harom olyan, amelyeknek paronként ugyanannyi a skalaris szorza-
ta, hiszen ha egy hétcsucsi graf éleit akarhogyan szinezziik kétféle szinnel, konnyen lathato,
hogy biztosan keletkezik egyszinti haromszog. (Mar hatcsticsu grafok esetében is ez igy van,
ez az un. Ramsey-tétel egyik kozismert esete.) Legyen a;, as és ag harom ilyen vektor, az
ajas, asag, aga; skalaris szorzatok kozos értéke legyen s, a mésik skalaris szorzat pedig t.

Ha s = 0, akkor a;, as és ag paronként merdlegesek. Az altaluk paronként kifeszitett
sikokban nem fekiidhet a tovabbi vektorok egyike sem, ezért azoknak a;-gyel, as-vel és az-
mal ¢ skalaris szorzatot kell adniuk. Ezzel ellentmondashoz jutottunk, mert a tér barmely
vektorat egyértelmiien meghatarozza az a;, as, ag-mal vett harom skalaris szorzatanak az
értéke. A tovabbiakban feltehetjiik tehat, hogy s # 0.

A tobbi négy vektor végpontjai mindannyian illeszkednek két a;-re meréleges sik, két as-re
merGleges sik, illetve két as-ra merdleges sik valamelyikére. Mivel az a;, as és ag vektorok
nem egysiktuak, e harom sikpar kozos része nem tartalmazhat teljes metszésvonalat. A
négy tovabbi végpont tehat csak egy parallelepipedon nyolc csicsa koziil keriilhet ki. Az
abran ezeket Psgs, Psst, - .., Py jeloli. Az i-edik index (i = 1,2, 3) aszerint s vagy ¢, hogy
az a;-vel vett skalaris szorzat értéke s, illetve t.

Ekkor az a; vektor végpontja rajta van a PsgsP;ss egyenesen, hiszen ajas; = ajaz = s.
Ugyanigy az as vektor végpontja a PsssPsis egyenesre, az ag vektor végpontja a PggsPsst
egyenesre illeszkedik.



Azt allitjuk, hogy az O pont rajta van a parallelepipedon Pigs Py atloegyenesén. Ez
nyilvanval6o akkor, ha t = 0, hiszen ekkor O = Py;. Ha pedig t # 0, akkor a tér barmely
nemzérus vektorat valasztva, a vele s skalaris szorzatot addé vektorok végpontjai alkotta
sikot O kozéppont, t/s aranyt nagyitas viszi a t skalaris szorzatot ad6 vektorok végpontjai
alkotta sikba. Emiatt a parallelepipedon Ps;s Prit, Pist Pitt, Pits Prer €legyenesei rendre ezzel
a nagyitassal allnak el6 a PsgsPigs, @ Psss Psts, 1lletve a Pggs Psst egyenesekbdl. Ezeknek a
nagyitassal egymasnak megfeleltetett parhuzamos élparoknak a sikjaiban tehat benne van
az O orig6. Ennek a harom siknak, amelyek atlosikok a parallelepipedonban, a Psgs Pyt
egyenes a kozos metszésvonala, tehat O illeszkedik erre az egyenesre.

Emiatt az a1, as, az vektorok koziil is egy-egy ezekben az atlosikokban fekszik. Igy, mivel az
adott vektorok koziil nincs harom egy sikban, e harom atlosik mindegyikében legfeljebb egy
fekiidhet a tovabbi négy adott vektor kozil. A Pggs és Py pontokba, amelyek mindharom
szoban forgd atlosikra illeszkednek, a tovabbi vektorok egyike sem mutathat, hiszen az
kizarna az Gsszes tobbi csiicsot.

Maradnak a Py, Pits, Pstsy, Pist, Prss, Psit pontok: a tovabbi négy vektor végpontjai mar
csak ezek koziil keriilhetnek ki. Ezek a parallelepiedon hiarom testatlojanak a végpontjai.
Kell hogy legyen tehat olyan testatlo, amelynek mindkét végpontja szerepel, viszont akkor
az az (origora illeszkedd) atlosik, amelyikben ez a testatlo fekszik, harmat is tartalmaz az
adott vektorok koziil. Ellentmondasra jutottunk, tehidt nem létezik hét vektor a feltett
tulajdonsagokkal.

Megjegyzések: (1) Lehet tigy megadni hat darab, harmanként nem egysika vektort, hogy
a kiilonbozsk skalaris szorzatai csak kétféle értéket vehessenek fol, példaul egy szabélyos
ikozaéder kozéppontjabol a csticsokba mutaté vektorok koziil ki lehet igy valasztani hatot.

(2) A feladat allitasabol kovetkezik, hogy a térben nincs hét olyan, paronként nem parhuza-
mos egyenes, hogy barmely kettének a szdge ugyanaz.

(3) Konnyti belatni, hogy ha csak egyféle skalaris szorzatot engediink meg a kiilonb6zd
vektorok kozott, akkor maximalisan négy ilyen vektor létezik.



