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MATEMATIKA I. KATEGORIA

(SZAKGIMNAZIUM, SZAKKOZEPISKOLA)

Javitasi-értékelési utmutato

1.  Hatarozza meg az a; b; c; d pozitiv primszamokat, ha tudjuk, hogy a
lga + lgb + lgc + lgd ésa 2a® + c¢

kifejezések értéke (nem feltétleniil azonos) pozitiv primszam.

Megoldas:

Az a; b; c; d szamok pozitiv primek, ezért a lga; lgb; lgc; lgd szamok mindegyike
pozitiv szam.

Legyen

(D lga+lgb+lgc+1lgd =p,

ahol a feltétel szerint p pozitiv prim.
A logaritmus azonossaganak alkalmazasaval (1) igy is irhato:

lg(abcd) =p. 1 pont

Ebbdl a logaritmus definicidja segitségével azt kapjuk, hogy

(2) 10? = abcd . 1 pont

Mivel 10 = 2 - 5, ezért a (2) egyenlet bal oldala 27 - 5P alakban is irhat6, emiatt 2P - 5P
szorzatalakjaban csak a 2-es és 5-0s primtényez0k szerepelhetnek, tovabba a nyilvanvald
p = 2 feltétel miatt mindkett6bdl legalabb kettd. 2 pont

Ezért (2) jobb oldalan is csak a 2-es és 5-0s primtényezdk allhatnak, masrészt mivel a jobb
oldal pontosan 4 darab prim szorzata, igy az a; b; c; d szamok kozott pontosan két darab
2-es ¢s két darab 5-0s szerepel. 1 pont

OKTYV 2018/2019 1 dontd fordulo



Matematika I. kategoria szakgimnazium, szakkozépiskola

Eszerint az a; b; c¢; d primek mindegyikét a {2; 5} halmazbdl valaszthatjuk az el6z6
megallapitas figyelembevételével.

Vizsgaljuk meg most, hogy a 2a® + ¢4 kifejezés milyen a; b; c; d értékekre ad primszamot.
A c értéke nem lehet 2, mert ¢ = 2 mellett a 2a? + ¢ 6sszeg kettdnél nagyobb paros szam

lenne, vagyis nem lehetne prim. Emiatt sziikségképpen ¢ = 5. 1 pont

Ad=05¢éa=>b =2 valasztassal 2a? + ¢? = 2-2% + 55 = 3133,de 3133 = 13 - 241,
tehat 3133 nem primszam. 1 pont

Had =2ésa =75, akkor b = 2,ésigy c = 5 mellett 2a? + ¢4 = 2-52 + 52 = 75.
Ez 5-tel oszthato, tehat nem primszam. 1 pont

Végiil, had = 2 és a = 2, akkor csak b = 5 lehetséges, igy felhasznalva a ¢ = 5 értéket,
azt kapjuk, hogy 2a® + ¢4 = 2 - 25 + 52 = 89 primszam. 1 pont

Mivel mas eset nem fordulhat eld, ezért az a; b; ¢; d pozitiv primszdmok értéke csak
a=2,b=5 c=5ésd = 2 lehet, ez a feladat egyetlen megoldasa. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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2. Adja meg az x; y valos szamokat tigy, hogy a

Jx2+y2—2x—4y+ 5+ x2+y2—4x+2y+5

kifejezés értéke a lehetd legkisebb legyen. Hatarozza meg a kifejezés legkisebb értékét.

Megoldas:
A megadott kifejezést jeloljik K-val.
A K kifejezés atalakithato a kovetkezoképpen:

(1) K=Jx-1)2+@—-2)2+/(x—-2)2+(y + 1)2. 1 pont

Tekintsiik a derékszogii koordinata-rendszerben a P(x;y), a Q(1; 2) illetve R(2; —1)
pontokat.

Ezzel (1) szerint
(2) K = PQ + PR,

tehat a feladat azon (x; y) szamparok meghatarozasa, amelyek mellett a PQ + PR
tavolsagdsszeg minimalis. 1 pont

Megallapitasainknak megfeleld vazlatos abrat készitlink.

R(2;-1)

A K = PQ + PR tavolsagosszeg pontosan akkor lesz a legkisebb, ha a P pont a QR szakaszon
helyezkedik el. 3 pont

A QR egyenes egy iranyvektora az RQ(—1; 3) vektor, ezért az egyenes egyenlete:

3x+y=>5. 1 pont
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A P pont akkor esik egybe a QR szakasz valamelyik pontjaval, ha (x; y) koordinatai
teljesitik a

1<x<72 -1<y<2Z; 3x+y=5
feltételek mindegyikét. 2 pont
Ebben az esetben a K = PQ + PR minimalis tavolsagosszeg a QR Szakasz hosszaval
egyezik meg, azaz
Kpin = V10. 2_pont

Osszesen: 10 pont
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3. Ak kor A és B pontjai kdzé esé egyik koriv felezOpontja legyen M.
A B pontot nem tartalmazdé M A koriven jeloljiink ki egy C pontot és legyen az M pontbdl a BC
hurra allitott merdleges talppontja D.
Igazolja, hogy
BD = AC + CD.

1. Megoldés:
Készitiink a feltételeknek megfeleld abrat (1. abra).

1. &bra
Az abran merdlegest bocsatottunk az M pontbol az AC egyenesre, a merdleges talppontjat
Q-val jeloltiik. 1 pont
A keriileti szogek tétele miatt CAM <X = CBM<, ezeket az egyenld nagysagu szogeket az
abran e-nal jeloltiik. 1 pont
Mivel az M pont az AB iv felez6pontja, ezért MA = MB. 1 pont

A BMD és AMQ derékszogli haromszogekben QAM <« = DBM<« = ¢, ezért a két haromszog
megfeleld szogei egyenldk, és MA = MB miatt két megfeleld oldal hossza is egyenld,
ezért a két haromszog egybevago. 2 pont

Az egybevagosagbol kovetkezik, hogy BD = AQ és MD = MQ. 1 pont

Ebbdl az is kdvetkezik, hogy a CMD és CMQ derékszogili haromszogek is egybevagok,
hiszen a haromszogekben két-két oldal hossza és az ezek koziil a k6zos hosszabb oldallal
szemkozti derékszogek egyenld nagysaguak. 2 pont

Ez pedig azt jelenti, hogy CQ = CD, innen pedig AQ = AC + CQ = AC + CD.
Mivel a fentiek szerint BD = AQ, ezért
BD = AC + CD,
és éppen ezt akartuk bizonyitani. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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2. Megoldas: Jeloléseink a 2. abran lathatok.

2. 4bra

Az abran merdlegest bocsatottunk az A pontbol az MC egyenesre, a merdleges talppontja E, a
merdleges a BC egyenesét az F pontban metszi. 1 pont

Nyilvanvalo, hogy
BAM<« = ABM<x = f3,

hiszen az ABM haromszog egyenld szart, mivel az M pont felezi az AB ivet. 1 pont
Az ABMC négyszog a k korbe irt hurnégyszog, ezért ACM<« = 180° — (3, igy
ACEx =6 = 8.

BCM<« = FCEX = ¢, mivel csucsszogek. Ugyanakkor a keriileti szogek tétele miatt a
k korben BCM<« = BAM<, vagyis az abra jeloléseivel

(D @ =p=4. 2 pont

(1) szerint az ACF haromszogben az AF szakaszra mer6leges CE egyenes az ACF <&
szogfelezdje, vagyis az ACF haromszog egyenld szart. 1 pont

Ez azt is jelenti, hogy a CE egyenes az AF szakasz felezomerdlegese, és ezért
(2) MA = MF. 1 pont

Tudjuk, hogy MA = MB, igy (2) szerint MB = MF is igaz, tehat a BF M haromszog
egyenld szard, amelyben a BF alap felezOmerdlegese éppen az MD egyenes.

Ebbdl azonnal adodik, hogy
(3) BD = FD. 2 pont
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Ugyanakkor FD = FC + CD, valamint FC = AC, hiszen az ACF haromszdg egyenld
szaru. Ez pedig (2) alapjan ekvivalens azzal, hogy

BD = AC + CD,
ami a bizonyitando volt. 2 pont

Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:
a) Az M kozéppontu MA sugart korvonal tartalmazza az A; B; F pontokat.

b)  Konnyen belathatd, hogy mindkét megoldasban leirtak érvényesek arra az esetre is, ha az M
pontot az 1. és 2. 4bra szerinti hosszabbik AB iven jeloljiik ki.
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