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1. Feladat Bizonyitsuk be, hogy barmilyen pozitiv egész k és n szamok esetén taldlhaté k (nem
feltétleniil kiilonb6z6) pozitiv egész: my, ma, . .., my, amikre

k _
142 1:(1+L)(1+i)...(1+i).
n mq meo my

2. Feladat A sik 4027 pontjabdl all6 alakzatot kolumbiainak nevezziik, ha 2013 pontja pirosra, a tobbi
2014 kékre van szinezve, és az alakzat semelyik harom pontja sincs egy egyenesen. Néhany egyenese
meghuzasaval a sikot tartoméanyokra bontjuk. Az egyeneseknek ezt az elrendezését a kolumbiai alakzatra
nézve jonak nevezziik, ha a kovetkezo két feltétel teljestl:

e semelyik egyenes sem megy at az alakzat semelyik pontjan sem;
e nincs olyan tartomany, amelyik mindkét szinli pontot tartamaz.

Hatarozzuk meg a legkisebb olyan £ értéket, amire igaz az, hogy 4027 pontbdl all6 barmely kolumbiai
alakzatra van k egyenesbol all6 jo elrendezés.

3. Feladat Az ABC héaromszog A csucesal szemkozti hozzairt kore érintse a BC oldalt az A; pontban.
Hasonléan definidljuk a C'A oldal B; pontjat, ill. az AB oldal C; pontjat a B-vel, ill. C-vel szemkozti
hozzairt korok segitségével. Tegyiik fel, hogy az A, B,C} haromszog koriilirt korének a kozéppontja az
ABC haromszog koriilirt korén fekszik. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog derékszogii.

Az ABC hdromszog A cstccesal szemkézti hozzairt kore az a kér, ami érinti a BC' szakaszt, tovabbd
az AB félegyenes B-n tuli részét és az AC' félegyenes C'-n tuli részét. Hasonloan vannak definidlva a B,
ill. a C csucesal szemkozti hozzdirt korok.
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4. Feladat Legyen az ABC hegyesszogli haromszog magassdgpontja H, és legyen W a BC oldal egy
bels6 pontja. A B-bdl, ill. C-bdl indulé magassiagok talppontjai legyenek M, ill. N. Jelolje w; a BWN
haromszog kortilirt korét, és legyen X az w; kor azon pontja, amire WX wi-nek atmérdje. Hasonldan,
jelolje wy a CW M haromszog koriilirt korét, és legyen Y az wy kor azon pontja, amire WY ws-nek
atmérdje. Bizonyitsuk be, hogy az X, Y és H pontok egy egyenesen fekszenek.

5. Feladat Jelolje Q- a pozitiv raciondlis szamok halmazat. Legyen f: Q-9 — R olyan fiiggvény,
ami kielégiti az alabbi harom feltételt:

(i) Minden z,y € Qso-ra f(x)f(y) > f(xy);
(i) Minden z,y € Qsora f(z +y) > f(2) + f(y);
(iii) Létezik olyan a > 1 racondlis szam, amire f(a) = a.

Bizonyitsuk be, hogy f(z) = x minden x € Q~-ra.

6. Feladat Legyen n > 3 egész szam, és tekintsiink egy kort, amit n + 1 ponttal egyenl6 hosszusagu
ivekre osztottunk. Tekintsiik ezeknek a pontoknak a 0,1,...,n szdmokkal val6 0sszes olyan szamozésat,
ahol minden szamot pontosan egyszer hasznaltunk; két ilyen szamozast azonosnak tekintiink, ha egyiket
a masikbol megkaphatjuk a kor egy elforgatasaval. Egy szamozast szépnek neveziink, ha barmely négy
a < b < c<dszamra, amikre a + d = b + ¢, fennéll az, hogy az a és d jelti pontokat 6sszek6té hur nem
metszi a b és ¢ jelli pontokat 0sszekotd hurt.

Legyen M a szép szamozdsok szama, és legyen N a pozitiv egészekbdl &ll6 olyan (x,y) rendezett
parok széama, amikre z + y < n és Inko(z,y) = 1 teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy

M=N+1.
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