Language: Hungarian

Day: 1

2015. jpilius 10., péntek

1. Feladat A sik pontjainak egy véges S halmazat kiegyensilyozottnak nevezziik, ha S barmely
két kiilonb6z6 A, B pontjahoz van S-nek olyan C' pontja, amire AC' = BC. S-et centrum-nélkilinek
nevezziik, ha & barmely harom paronként kiilonb6z6 A, B, C pontjara teljesiil az, hogy nincs S-nek
olyan P pontja, amire PA = PB = PC.

(a) Mutassuk meg, hogy barmely n > 3 egész szamhoz létezik n elemi kiegyensulyozott halmaz.

(b) Hatéarozzuk meg azokat az n > 3 egészeket, amelyekre létezik n elemii kiegyensulyozott, cent-
rum-nélkiili halmaz.

2. Feladat Hatarozzuk meg azokat a pozitiv egész szamokbol allo (a, b, ¢) szamharmasokat, ame-
lyekre az
ab—c, bc—a, ca—b

szamok mindegyike 2-hatvany.

(2-hatvdny egy 2" alaki egész szam, ahol n egy nemnegativ egész szdim.)

3. Feladat Legyen ABC' egy hegyesszogi haromszog, amiben AB > AC. Legyen I' ezen harom-
sz0g koriilirt kére, H a magassagpontja és F az A-bol kiindulé magassag talppontja. Legyen M
a BC szakasz felez6pontja. Legyen () I'-nak az a pontja, amire HQA< = 90°, és K I'-nak az a

pontja, amire H K Q< = 90°. Feltessziik, hogy az A, B, C, K, Q pontok mind kiilonbézéek, és ilyen
sorrendben kovetik egymast a I koron.

Bizonyitsuk be, hogy a KQH és FF'K M haromszdgek koriilirt korei érintik egymaést.
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4. Feladat Az ABC haromszog koriilirt kore €2, a koriilirt kor kozéppontja O. Egy A kozépponta I'
kér a BC' szakaszt a D és E pontokban metszi, ahol B, D, E, C' paronként kiilonb6z6 pontok, amelyek
a BC' egyenesen ebben a sorrendben fekszenek. Legyenek F' és G a I' és ) korok metszéspontjai,
ahol A, F, B,C, G ebben a sorrendben kovetik egymast az  koron. Legyen K a BDF haromszog
koriilirt korének és az AB szakasznak a mésik metszéspontja. Legyen L a CGFE héaromszog koriilirt
korének és a C'A szakasznak a masik metszéspontja.

Tegyiik fel, hogy az F'K és GL egyenesek kiilonb6z6k és az X pontban metszik egymést. Bizonyitsuk
be, hogy az X pont az AO egyenesen fekszik.

5. Feladat Jelolje R a valos szamok halmazat. Hatarozzuk meg az Osszes olyan f: R — R
fiiggvényt, amelyre teljesiil

fla+fl+y) + flzy) = =+ flz+y) +yf(2)

minden x,y valos szamra.

6. Feladat FEgész szamok egy aq, aq, . . . sorozata rendelkezik az aldbbi két tulajdonsaggal:
(i) 1 < a; <2015 minden j > 1-re;
(ii) k+ ar # ¢ + ay minden 1 < k < (-re.

Bizonyitsuk be, hogy van két olyan pozitiv egész: b és N, hogy

n

Z (a; —b)

j=m+1

< 10072

teljesiil minden olyan m és n egész szamra, amire fennall n > m > N.
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