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Megoldasok és javitasi atmutaté

1. Az elsé n pozitiv egész szdm Gsszege egy olyan haromjegyii szam, amelynek minden
jegye egyenld. Mekkora n értéke?

Megoldas.
Az elsd n pozitiv egész szam Osszege:

1
En(n +1).

Olyan haromjegy( szam, amelynek jegyei egyenldk, 111 - %, azaz 3- 37 - 2 alakban irhaté,
ahol xx 1 €s 9 kozbtti egész szam.

A feltétel szerint
1
5“(” +1)=3-37-x.
Mivel 37 primszdm, a szamelmélet alaptétele szerint 37 | n vagy 37 |n+ 1.

1
Mivel 3 -45.46 > 1000, csak az n.=37 vagy n+ 1=37 eset lehetséges.

|
De ha n =37, akkor 3 37-38 nem oszthaté 3-mal.
Igy n+1=37, azaz n =36 lehet csak.

1
Ekkor 3 -36-37=666 megfelel a feltételnek.

pont

pont

pont

pont

pont
pont

pont

Osszesen: 7 pont

2. Mekkora az oldalak ardnya abban az egyenl6 sziri haromszogben, amelyben az alap
egyik csicsdan dtmend egyenes felezi a hiromszog keriiletét €s a haromszog alaphoz tar-
toz0 magassdgat is?

1. megoldds. Legyen BT =TC=a és AB=AC =},



4 Az dbra jeloléseit haszndlva az AT =m, DE=y, CE=x

jelolésekkel a CDE és a C AT haromszdg kdzéppontos
hasonldsdga alapjan
x _y b—a

b D a m b

/ mert a B D keriiletfelezd szakasz az AC oldalt AD=aés
T CD=b—a hosszi szakaszokra osztja.

mb—a)  alb—a) .
b L= b « 1
-

- - . +
B i T E C letve BE=2a—x= (L(U} L) adadik.
)

A felirt dsszefiiggésekbdl y= 1-

A BED és a BTF hiaromszdgek hasonlésagabol

TF BT
ED ™ BE’

mo_ b
2y a+b

dzZaz

m(b—a) b

kovetkezik, ahonnan az y = ) helyettesitéssel 20-a) = P adaodik.

Egyenletiink alapjin b= 3a.
Tehat a hdromszog oldalainak ardnya:

AB:BC:CA=3:2:3.

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

2. megoldas. Az 1. megoldds dbrijit haszndlva hizzunk parhuzamost a T' ponton ke-
resztiil az AC' oldallal! Legyen a parhuzamos egyenes és a BD szakasz metszéspontja
K — dbranknak megfelelGen.

AC és KT parhuzamossiga miatt az F'KT és az F'DA hiromszog tiikros az F' pontra,
hiszen F az AT magassig felezGpontja.

Viszont a BT K és a BC'D hdromsz6g kdzéppontosan hasonlé a B pontra, ahol a ha-
sonldsdg ardnya 2: 1,
figy a KF =FD=u jeloléssel BK =2u.
Mivel a keriiletfelezés miatt AD=a és DC =b— a, ezért a BT K és a BC'D hédromszig
hasonldsdga alapjan a KT = DA = 6sszefiiggést felhaszndlva
b—a_du_
a  2u

Az oldalak ardnya fgy: AB: BC:CA=3:2:3.

2, ahonnan b=3a.

7 pont

2 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Hiny darab pozitiv egészekbdl dll6 (k;n) szampdrra igaz, hogy vn+k+vn—~k >k
és k2 +n% < 100?
Megoldas. A Vn+k+vn—k>Fk egyenlGtlenség n = k esetén értelmezhetd.
Mivel
+h+vn—# 2k
n+k n—ks———,
vn+k—+vn—=Fk

ezért az egyenlStlenség 2 > vn+k — v n — k alakra hozhaté.

Rendezéssel és négyzetre emeléssel (2+v/n — k)* > n+k adédik, ahonnan 2 vn —k >
>k—2.

Ha k=1, akkor a kapott egyenlétlenség 1 +n? <100 alapjann=1, 2, 3, ..., 9-re teljesiil.
Ha viszont £ > 1, akkor négyzetre emelhetiink:

k*+4
dn—k)y>(k—27 dgy n>o 2

A k szdm értéke legfeljebb 5 lehet, mert k= 6-ra mr n > 10 ad6dik, ami k> +n” < 100
miatt lehetetlen.
Igy tehit k=2 esetén 3<n<9,

3 esetén 4<n<9
4 esetén 6<n<9,
5 esetén n=_8.

k
k
k

A megfeleld (k;n) szamparok szama igy

9+7+6+44+1=27.

1 pont

|1 pont

pont

pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az 27 +a +p=0 egyenlet két kiilonbdzd valds gydke &) és a9, ahol p pozitiv valds
paraméter.

Bizonyitsuk be, hogy nagyobb (—2)-nél, de kisebb (—1)-nél.

3 4 pd
12
4,4
Ty I,

. 1 . e LA A o
Megoldas. Az egyenletnek p < 1 esetén van két kiilénbdzd valos gyoke.
Mivel ekkor @) +27=—1 és xy1) =p, ezért az

3 < K
3 +:n; =(x] +:§:2)3 —3xyx0(w) +20)
azonossdg alapjan

ry+a3=—1-3p(-1)=3p— 1.
Az

2 2
;'L"lt + :.f:“z1 = (T? + I%) e 2:1:%:!:% = [(qn +;I:2}2 — 2 :f:g] S 2:!:?:1:%

3

| pont

1 pont



azonossig szerint pedig

:.r:‘]l + :L‘g =(1-— 2p}2 — 2-;33 = 2;)2 —4p+1. 1 pont
. 3p—1
Bizonyitand6, hogy —2 < ——— < —1.
Y . 2p* —4p+1

Felhaszndlva, hogy p < J—l esetén 2;;2 —4p+1>0, a nevezdvel vald szorzds és rendezés
utin a
0<4p® —5p+1 ésa  0<—2p"+p
egyenldtlenségek adddnak. 1 pont
Az elsd egyenldtlenség ekvivalens modon atalakitott alakja:

1
Hp—1 - —
0<4(p ](p 4),

. 1 C . . .
ami 0 <p < 7 eseten nyilvanvaldan teljesiil. 2 pont

_ ~ . T ’ 1 :
A mdsodik egyenlétlenség 0 < p(1 —2p) alakjibdl leolvashatd, hogy 0 < p < 2 esetén az

egyenldtlenség mindig teljesiil.
Ezzel pedig dllitasunkat igazoltuk. 1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Egy osztdlyba 20 didk jar. Tudjuk, hogy barmely két didknak van kozos nagyapja.
(Minden didknak két nagyapja van.) Bizonyitsuk be, hogy van koztiik 14 olyan tanuld,
akiknek ko6zos nagyapja van!

Megoldis. Azt a didkot, akinek két nagyapja A és B, jeloljiik (A,B)-vel! Tobb ilyen
didk is lehet. Feltehetjiik, hogy a 20 didknak nincs kozos nagyapja, kiilonben nincs mit
bizonyitani. 1 pont
Létezik tehat legaliabb egy didk, akinek B nem nagyapja. Legyen & (A,C)! Hasonlé
médon van olyan didk, akinek A nem nagyapja. O csak (B,C) lehet, hiszen (A,B)-vel

és (A,C)-vel is van kozos nagyapja. 2 pont
Tehit mindenki (A,B), (A,C) vagy (B,C), jeldljiik a megfeleld tipusi didkok szamdt n,

n7, n3-mal! Ekkor n) +n, +n3=20. 1 pont
A kbzds nagyapja n +na didknak, B nj +n3-nak, C' n»+ns-nak. 1 pont

Ha legfeljebb 13 didknak volna kodzos nagyapja, akkor innen
40=2(ny+ny+n3)=n+n)+np+n3)+(na+n3)<3-13=39,

ami nem lehetséges. 2 pont
Tehat van legalabb 14 didk, akiknek van kozds nagyapjuk.

Osszesen: 7 pont



