1. Oldja meg a valds szamok halmazan a kdvetkezd egyenletet: x = 14{x}+ 3, ahol
x} =x— [x] és [x] az x-nél nem nagyobb egész szamok koziil a legnagyobb.

Mo: Mivel a tortrész a [O;l)-ban van, ezért x a [3;17) eleme. Egyértelmiien létezik olyan

k egész, hogy k <x<k+1, ezzel {x}: x—k,igy az egyenletbdl x =k + k1_33

adodik,

ahova k=3, 4,...,15,16 szamokat behelyettesitve kapjuk a 3; 4+% o lS5+ % értékeket.

A k=16-ra nem kapunk megoldast.
2. Mely x,y és z egész szamokra igaz az x° + y° +z> = 2*"* egyenléség?

Mo: Az x,y,z mind parosak, vagy ketten paratlanok.
Ha kettd paratlan lenne, akkor négyzeteik 4-es maradéka 1, tehat a baloldal 4-es
maradéka 2, de a jobboldal 4-gyel oszthato, igy ez nem lehet.

Ha mind parosak, akkor 4-gyel osztva az x,” + y,” +z,> = 4" egyenletet kapjuk. A

gondolatmenet ismétlésével az egyszerlsités addig folytathato, amig a xn2 + yn2 + an =1
marad. Ennek az egyenletnek csak az a megoldasa, hogy két szdm a 0, a 3. pedig az 1,
vagy a -1. gy x,y,z koziil ketté mindig 0, a harmadik 2", vagy —2'°.

3. Legyen az ABCD egységnyi oldalu négyzet BC, illetve CD oldalédnak egy-egy belsd
pontja P, illetve Q. Bizonyitsa be, hogy ha az APQ haromszog tompaszogii, akkor

PO<5\2-6.

Mo: Az APQ A-ben A-nal nem lehet tompaszog. Legyen Q-nal. igy AP? > PO* + AQ?

2
Ha CP=x, CQ=y, akkor 0>y’ —y+x, azaz i— x> (y - %) , tehat sziikséges, hogy

x< r Mivel PQ adott, rogzitett x esetén akkor maximalis, ha y is az. Az egyenletbdl



—‘/l—x <y—l<‘/l—x , azaz adott x esetén y_ <l+1/l—x.Ekkor
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PQ2=x2+yr2nax<x2—x+l+1/l—x<x2—x+l+l= )c—l +§.
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Mivel 0 <x < i , igy x-0-nal lesz PQ* maximalis, igy PQ<I< 5J2-6.
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