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Megoldások és javítási útmutató

1. Oldjuk meg az egész számok halmazán a(
√

2− 1)
6

=
√

m −
√

m − 1 egyenletet!

Megoldás.

(
√

2− 1)
2

= 3− 2
√

2 = 3−
√

8. 1 pont

(
√

2− 1)
4

= (3−
√

8)
2

= 17− 6
√

8. 2 pont

(
√

2− 1)
6

= (3−
√

8) · (17− 6
√

8) = 99− 35
√

8 =
√

9801−
√

9800. 3 pont

Tehát az egyenlet megoldásam = 9801. 1 pont

Összesen: 7 pont

2. Igazoljuk, hogy ha egy derékszögű háromszög súlyvonalaiból – mint oldalakból – derék-
szögű háromszög szerkeszthető, akkor a szerkesztett háromszög hasonló az eredeti három-
szöghöz.

Megoldás.

Tekintsük aza, b, c oldalú háromszöget és használjuk
az ábra jelöléseit:AB = c, BC = a, CA = b.

Az ábra jelölései alapján Thalész tétele szerint aCD

súlyvonalraCD2 =
c2

4
=

a2 + b2

4
teljesül. 1 pont

Pitagorasz tétele szerint pedig azAE ésBF súlyvonal

négyzete:BF 2 = a2 +
b2

4
, AE2 =

a2

4
+ b2. 1 pont

Amennyibena ≧ b teljesül, akkorBF ≧ AE, ahol CD2 =
a2

4
+

b2

4
alapjánCD < BF és

CD < AE.

Ha a szerkesztendő háromszög derékszögű, akkor átfogója csakBF hosszú lehet. 1 pont
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A kapott háromszögre Pitagorasz tételét alkalmazvaa2 +
b2

4
=

a2

4
+ b2 +

a2

4
+

b2

4
, ahonnan

a = b
√

2 adódik. 1 pont

Ha viszonta = b
√

2, akkor az eredeti háromszög oldalainak négyzete pedig:BF 2 =
9
4

b2,

AE2 =
6b2

4
, CD2 =

3
4

b2, így az új oldalak hossza rendreb ·
3
2

, b ·
√

6
2

, b ·
√

3
2

. 1 pont

A kapott háromszög oldalainak aránya így
√

3 :
√

2 : 1, ami megegyezik az

AB : BC : CA =
√

3 :
√

2 : 1

aránnyal. 1 pont

Ez pedig azt jelenti, hogy a két háromszög valóban hasonló. 1 pont

Összesen: 7 pont

3. Milyen n pozitív egész esetén oldható meg az alábbi egyenletrendszer:

x + y + z = 1
xyz = 2n ha x, y, z ∈ Z?

Megoldás.

x + y + z = 1 (I)

xyz = 2n. (II)

Mivel x, y és z mind egészek, ezért (II)-ből következik, hogy mindegyik kettő-hatvány,
azaz

x = nx2αx

y = ny2αy

z = nz2αz

alakba írható, aholnx, ny ésnz is ±1 ésαx, αy ésαz pedig nem-negatív egészek. 1 pont

(I)-ből következik, hogy a három szám egyike páratlan és legalább egy pozitív. Az (I) és
(II)-ből együtt következik, hogy kettő negatív szám vanx, y és z közt. 1 pont

Mivel x, y és z szerepe szimmetrikus, feltehetjük, hogyx a páratlan szám. Ez csak úgy
lehet, haαx = 0 ésnx = ±1. 1 pont

Ha nx = 1 akkorx = 1 pozitív, ezért azy ész mindegyike negatív. De (I)-be visszahelyet-
tesítvey + z = 0 adódik, ami ellentmondás, ezértx nem lehet 1. 1 pont

Ha nx = −1 akkorx = −1, negatív. Azy ész szerepe szimmetrikus, ezért feltehetjük, hogy
az y a pozitív ész a negatív, azazny = 1, nz = −1. Az egyenletekbe visszahelyettesítve

y + z = 2

yz = 2n,
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az (I)-be visszahelyettesítve

2αy − 2αz = 2

2αz

(

2αy−αz − 1
)

= 2.

Ebb̋ol adódik azαz = 1 és azαy = 2. Teháty = 4 ész = −2. 2 pont

A (II)-be helyettesítve:(−1) · 4 · (−2) = 23. Tehátn = 3 esetén van megoldása az egyenlet-
rendszernek az egész számok halmazán. 1 pont

Összesen: 7 pont

4. Válasszunk ki egy kocka csúcsai közül az összes lehetséges módonhármat, és tekintsük
a csúcsok által meghatározott háromszögeket! Mekkora a kapott derékszögű háromszögek
számának és az összes háromszög számának aránya?

Megoldás. Tekintsük a következ̋o ábrát:

Észrevehetjük, hogy a nem derékszögű háromszögek mindegyik oldalaa kocka egy-egy lap-
átlója. (Azaz a háromszögek szabályosak.) 1 pont

Egy adott csúcsot – például az ábra szerintiA csúcsot – tartalmazó nem derékszögű három-
szögek száma 3.

Ezek az(A, C, H), (A, F, C), (A, F, H) csúcshármasokkal adott háromszögek. 1 pont

Ezek szerint minden kockacsúcs pontosan három nem derékszögű háromszögnek csúcsa,

ezért a megfelelő nem derékszögű háromszögek száma
8 · 3

3
= 8. 1 pont

A kocka nyolc csúcsa összesen

(

8
3

)

= 56 háromszöget határoz meg. 1 pont

Ennek megfelel̋oen a derékszögű háromszögek száma 56− 8 = 48. 2 pont

A keresett arány így
48
56

=
6
7

. 1 pont

Összesen: 7 pont

Megjegyzés:Csak ábrával illusztrált és indokolt lépésekre adható – részenként is –teljes
értékű pontszám.
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