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Megoldasok és javitasi Utmutato

1. Van 11 érménk, melyek értéke rendre: 7, 300, 35, 83, 1, 17, 271170 és 5 fabatka.
Melyik az a legkisebb pozitiv egész 6sszeg, ami visszaadisilmem fizethdi ki ezekkel
az érmékkel?

Megoldas. A 17-nél kisebb értékeket mind ki tudjuk fizetni:

1, 2, 142=3 1+1+2=4 5 1+5=6, 7, 1+7=8 2+7=09,

)

14247=10 1+1+2+7=11 5+7=12 1+5+7=13

2454+7=14 1+2+5+7=15 1+1+2+5+7=16. 2 pont

Mivel van 17 fabatkas érménk, 1617 = 33-ig is minden kifizethét, hiszen 14l 16-ig
minden dsszeg megvan, és ezeket a 17 fabatkas érméveldttegédmnegkapjuk a 18 és 33
kozotti 6sszegeket. A 17-et pedig egyetlen érmével Kkifiketj 1 pont

Innen mar latszik az altalanos modszer. Rendezziik nagysiimtsaz érméket:

1, 1, 2, 5 7, 17, 17, 35 83 170 300

Jeldlje ebben a sorrendben az érmék értékétS a, < az3 < ... < ayq. (Tehata; =1 és
al] = 300)
A lehetséges 0sszegeket névélksorrendben allitjuk él Az el k érmét felhasznalva leg-

feliebb s, = a1 + ap + - - - + a;, fizethed ki. Tegylk fel, hogy 1 és; kézott minden érték
elé is all.

Most nézzik azay,; érmét. Haayx i > sy + 1, akkor s, +1 nem fizethei ki. Ha
ar+1 < s+ 1, akkor a fenti gondolatmenettel, . ; = s; + ax-ig minden 6sszeg kifizet-
he®.

Tehat azt kell megkeresnink, hogy hol fordub elészor, hogyay,1 > si + 1, és ekkor
sk + 1 a legkisebb kifizethetetlen 6sszeg. 2 pont

Az alabbi tablazat alapjan adodik a valasz:

ak‘l
s | 1

5 7 17 17 35 83 170 300
9 16 33 50 85 168



Tehat a legkisebb kifizethetetlen 6sszeg a 169. 2 pont

Osszesen: 7 pont

MegjegyzésAz el 2 pont megszerzéséhez nem kell 16-ig elmenni, de néhasy §kszeg
eloallitasét fel kell irni.

2. Egy téglalap egyik oldala a masik Otszérose. A téglalap fetémpi altal meghatarozott
négyszog teriilete 32 édmMekkora a téglalap teriilete?

Megoldas.
i Az EFGH négyszdg négyzet, mert egyrészt az
ABCD téglalap szogfelgd a téglalap szogeit 450s
darabokra Vvagjadk, igyAED<«, DFC<«, BGC4q,
D ¢ BHA<« derékszdgek, azaz a négyszog téglalap, 2 pont
masrészt azZABC D téglalap szimmetrikus oldalfeléz
T meidlegeseire, és ha barmelyik szogféteziikrozzik
A B valamelyik oldalfeled meblegesre, akkor egy masik
szogfelebt kapunk, ezért a szogfeldlz az oldalfeled
medlegeseken metszik egymast, igy 8#' G H négy-
F sz6g szimmetrikus atloira, tehat rombusz. By GH
négyzet. 2 pont
A négyzet teriilete 32 ctnigy oldala 4/2 cm. LegyenAE = DE = BG = CG = z, ekkor
AH = HB =z +4V2 cm. 1 pont
Az egyenbszari derékszogli haromszog atfogdja a befogdlszorose. A téglalap oldalaira
igy az alabbi 6sszefiiggés irhat6 fek:\B2 = (= + 4v/2)+/2, ahonnanz = v2 cm. 1 pont
A téglalap oldalai 2 cm, 10 cm, tehét teriilete 20°cm 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Bizonyitsuk be, hogy ha, b, c olyan természetes szamok, hogy & + b% + ¢*, akkor
aza, b, ésc kozil valamelyik oszthaté 3-mal.

Megoldas. Az allitast indirekt médon igazoljuk. Tegyik fel, hogy| 2% + b° + ¢ és az
a, b, c szamok kozul egyik sem oszthaté 3-mal. 1 pont

Ez azt jelenti, hogy mindegyik 3-mal osztva 1 vagyl maradékot ad.a = 3k + =z,
b=3l+y, c=3m+ z, aholk, [, m egészek, és, y, = 1 vagy —1. 1 pont

Felhasznalva, pl. hogy® = (3k + z)° = 27k% + 27k%x + 9ka? + 2°,
S+ +E=9-A+23+ 3+ 25,
ahol A természetes szam. 3 pont

Mivel z, vy, z 1 vagy —1, az x>+ 3>+ 2° 6sszeg csak-3, —1, 1, vagy 3 lehet, ezért
a® + % + 2 nem oszthat6 9-cel. 1 pont



A kapott ellentmondas alapjan az indirekt feltétel hamabata, b, ¢ kdzll legalabb az egyik
oszthaté 3-mal. 1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Egy egyenbszari haromszog valamelyik sulyvonalanak hossza megiggge egyik ko-
zépvonal hosszaval. Mekkora lehet a haromszég legnagyxiie?

Megoldas. Két kilonbdd hosszisagu kézépvonal és két kulbrtbdmsszusagu sulyvonal
van egy egyeidiszari haromszogben, igy négy esetet kell megvizsgalni. on2 p

1. Az alaphoz tartoz6 sulyvonal hossza egyezik meg az dlgg@phuzamos kézépvonal
hosszaval — a két szakasz ileges egymasra, felezik egymast és egydmissziak,
tehat egy négyzet két atlojat adjak, az alappal szemkodtg &gy 90, ez lesz a leg-
nagyobb szdg. 2 pont

2. Az alaphoz tartoz6 sulyvonal hossza egyezik meg szarral parhuzamos kdzépvonal
hosszaval. Ekkor ezek hossza a szarak hosszanak fele, @yeabszarisag miatt
ennyi a masik szar felépontjatdl a csicsig terjédszakasz is. igy egy szabalyos
haromszog keletkezett, az alappal szemkozti szdg fele &haromszog legnagyobb
szbge 120. 2 pont
3—-4. Ha a szarhoz tartozo sulyvonal hossza egyezne megelgikrkézépvonal hosszaval,
akkor olyan egyeiffiszaru haromszogeknek kellene keletkeznitk, amelyekogik e
alapon fekd szoge tompaszog, igy ezek az esetek nem valésulhatnak meg. 1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Tudjuk, hogy azz? — pz + 4% = 0 egyenletnek két kiillonbdzgydke van, amelyek pozitiv
egész paros szamok. Hanyféle kilonbdrték( lehet @ paraméter?

Els6 megoldéas. A feltételek alapjan legyen a két gydk ésx,, ahol zy = 2k, z, = 2n,
amelyekrek,n € Z* ésk < n teljesiil. Mivel Z és 2 az egyenlet gyokei, ezért

(1) 4n? — 2pn + 41 = 0,

(2) 4% — 2pk + 41° = 0. 1 pont

(1) — (2) alapjan 4?2 — 4k? — 2pn + 2pk = 0, azaz 2n — k)(n+k) —p(n — k) = 0, igy pedig

k # n miatt p = 2(n + k) adodik. 1 pont
A p = 2(n+k) 6sszefiiggést (1)-be helyettesitvere 4 4(n + k)n +4'° = 0, ahonnan pedig
az nk = 4° = 2'8 egyenbséghez jutunk. 1 pont

Mivel 2 primszam, ezérk ésn 2-nek természetes szamu kibgly hatvanyai lehetnek csak. 1 pont
A k < n feltevés alapjan igy: ésn lehetséges értékei a kovetkdz

k|22t | 2| 2| 2|25 2] 27| 2]
n | 218 | 217 | 21 | 215 | 214 | 213 [ 212 [ o1 | 910 | 1 pont
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Tehat 9 kulonbda megfeled p = 2(n + k) értéket kaphatunk. Kénnyen eli@izhet, hogy
a megadott(k;n) értékparokra kaphat® = 2(k +n) értékek mind kuldnbdik, hiszen

204218521 4 2175 224 216 5 284 010 1 pont
igy pedig ap paraméter értéke 9-féle lehet, és valamennyi érték medek defeladat fel-
tételeinek. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Masodik megoldas. A gyokok és egyutthatok kdzotti 6sszefliggések alapjan- x> = p,

ahol p pozitiv paros szam 1 pont
észyx, = 419 = 220, 1 pont
Ha példaulz; < x,, akkor a feladat feltételei alapjan egyrésztész, csak 2 pozitiv egész

kitevoji hatvanya lehet, hiszen 2 primszam, 1 pont
masrészt pedig igy az1; z2) szamparok értéke csdR’; 2'%), (22,219), (2%;2Y), (24 2"9),

(2°,2%), (25219, (2;289), (28;2'%), (2% 2') lehet. 1 pont
Tehatz, + z, = p értéke igy legfeljebb 9-féle lehet. 1 pont

Mind a 9 esetben kilonbézértékeket is kapunk példaul az @lmegoldasnak megfetgn. 2 pont

Osszesen: 7 pont

Harmadik megoldas (vazlat). A megoldéképlet alapjan az egyenlét diszkriminansa:

D=yp?>—-41>0. 1 pont
. . s . +/p? -4
Mivel 21 4+ x2 = p, aholz, ész, az egyenlet gydkei, ezert az , = % képlet
alapjanp? — 41! csak négyzetszam lehet, ahopéaros pozitiv egész szam. 1 pont
A p? — 4 = ¢? jeloléssel (g € ZT) (p — q)(p + q) = 2% adodik. 1 pont

A (p—q) és a(p+q) tényed is csak 2 pozitiv egész kitéjii hatvanya lehet, hiszen 2 prim-
szam. Ap — ¢ < p + ¢ egyenbtlenség alapjamp + ¢ értékei 22, 213, 214 215 216 217 718

218 220, 1 pont
Mind a 9 lehetséges esetben 9 darab kilofbpzrtékhez jutunk az 66 két megoldas
alapjan. 3 pont

Osszesen: 7 pont



