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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Bizonyitsa be, hogy ha az ABCD paralelogramma hosszabbik atldgja AC, C' merSleges
vetiillete AB-n E, AD-n I, akkor

AB-AE + AD - AF = AC”.
Igaz-e az allitds az AC < BD esetben?

Megoldas.

A BEC derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-
tételt:
BC® = BE* + CE”.

Ezt felhaszndlva és az AEC derékszogli hiaromszogben
felirva a Pitagorasz-tételt:

AC?* = AE> + CE* = AE? + BC? — BE? =

= AE?> 4+ BC* — (AE — AB)* =
= AE?> 4+ BC? — AE*+2-AB- AE — AB>.

Tehat
4)) AC* = BC?+2-AB- AE — AB™.
A DFC derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:

DC?* = DF? + CF2.

Ezt felhaszndlva és az AF'C derékszogil haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
AC* = AF? + CF* = AF? + DC? — DF* = AF? + DC? — (AF — AD)* =
= AF*+ DC* — AF* +2- AD - AF — AD*.
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Tehat

) AC? = DC?+2-AD - AF — AD>.

(I)-et és (2)-t Osszeadva

2-AC?*=BC?+2-AB-AE — AB* + DC?*+2- AD - AF — AD>.

Felhaszndlva, hogy AB = DC' és BC' = AD,
2-AC?*=2-AB-AE +2-AD - AF,

amibdl
AC?* = AB - AE + AD - AF.
Ha AC < BD, akkor két lehetGség van.

Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjilk, hogy AB > AD. Ekkor F az AB oldal
belsd pontja.

1. eset: Ha F' az AD oldal belsé pontja.

A BEC  derékszogli  haromszogben  felirva
a Pitagorasz-tételt:

BC? = BE? + CE>.

A E B Ezt felhaszndlva és az AEC derékszogli haromszogben
felirva a Pitagorasz-tételt:

AC* = AE? + CE* = AE? + BC? — BE? = AE* + BC? — (AB — AE)* =
= AE? + BC* — AE* +2- AB- AE — AB>.
Tehat

(1) AC? = BC?*+2-AB- AE — AB.

A DFC derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
DC? = DF* + CF™.
Ezt felhasznalva és az AFC derékszogil haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
AC* = AF? + CF* = AF? + DC? — DF* = AF? 4+ DC? — (AD — AF)* =
= AF?+ DC? — AF*+2- AD - AF — AD*.
Tehat

) AC* =DC?+2-AD - AF — AD?.
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(1)-et és (2)-t Osszeadva:

2-AC?*=BC?+2-AB-AE — AB*+ DC?*+2- AD - AF — AD>.

Felhaszndlva, hogy AB = DC és BC = AD:
2-AC?>=2-AB-AE+2-AD - AF,
amibdl

AC* = AB- AE + AD - AF.

Tehét ebben az esetben az allitds igaz. 1 pont

2. eset: Ha F' az AD oldal kiils6 pontja.

A BEC derékszogli hdromszogben felirva
a Pitagorasz-tételt:

BC? = BE? + CE>.

Ezt felhasznélva és az AEC' derékszogl haromszog-
ben felirva a Pitagorasz-tételt:

AC* = AE? + CE* = AE® + BC? — BE? = AE* + BC? — (AB — AE)* =
= AE? + BC* — AE*+2-AB- AE — AB>.
Tehat

(1) AC? = BC?*+2-AB - AE — AB>.

A DFC derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:

DC? = DF? + CF>.

Ezt felhasznalva és az AFC derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
AC* = AF? + CF* = AF? + DC? — DF* = AF? 4+ DC? — (AD + AF)* =
= AF?+ DC? — AF* -2 AD - AF — AD*.

Tehat

) AC? =DC? —2-AD - AF — AD. 1 pont

(1)-et és (2)-t Osszeadva:

2.-AC?>=BC?>+2-AB-AE — AB> + DC?> —2- AD - AF — AD>.

Felhaszndlva, hogy AB = DC és BC = AD:

2-AC*=2-AB-AE —2-AD - AF,
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amibdl
AC?* = AB- AE — AD - AF.

Tehat ebben az esetben az dllitds nem igaz.

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Eszter naponta legaldbb egyszer bejelentkezik a Facebook-ra; de hogy ne vigye tulzédsba,
egy héten 12-nél tobbszor sosem jelentkezik be. Mutassuk meg, hogy ki lehet valasztani
néhdny olyan egymds utdn kovetkez8 napot, amelyek sordn Osszesen pontosan 20-szor je-
lentkezik be.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy Eszter az egyik hétfén a;-szer, hétfén és kedden a,-szor, hét-
fon, kedden és szerdan as-szor és igy tovabb, k£ hét utin, azaz 7k nap alatt Osszesen a7x-szor
jelentkezett be a Facebook-ra.

Tekintsiik az A = {ay, as, a3, ..., a7, a1 +20,a; + 20, ..., a7 + 20} szdmhalmazt. Az ay,
ap, as, ..., a7 szamok kozott nincs két egyenld, mivel mindennap legalabb egyszer beje-
lentkezik, és igy hasonldképp, az a; + 20, ay + 20, ..., a7 + 20 szdmok kozott sem lehetnek
egyenlGek.

Osszesen 2-szer 7k napunk, azaz 14k napunk van, amelyek koziil egyik sem nagyobb, mint
12k 4 20, mert Eszter egyik héten sem jelentkezik be 12-nél tobbszor.

Ha 14k meghaladja 12k + 20-at, akkor lesz legaldbb két egyenl szimunk az A halmazban,
és a fentiek alapjan 1étezik olyan m és n érték, hogy a,, = a, + 20, és ez azt jelenti, hogy
am — an, = 20, azaz hogy m — n nap alatt, az n + 1-t6l az m-edikig bezardlag Eszter 20-szor
jelentkezett be a Facebook-ra.

A 14k > 12k 4 20 egyenl6tlenség megolddsa, k£ > 10, ami azt jelenti, hogy ha legaldbb
11 hétig vizsgalédunk, biztosan lesznek olyan egymadst kdvetd napok, amelyeken Eszter
osszesen pontosan 20-szor jelentkezik be a Facebook-ra.

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Teljes értékli az a megoldds is, amikor a fenti konstrukciét régton 11 (vagy
tobb) hétre késziti el a versenyzs.

3. Két pozitiv szdm szorzata megegyezik az 6sszegiikkel. Mindkét szdm olyan véges tizedes-
tort, amely a tizedesvessz0 utan két szamjegyet tartalmaz gy, hogy az utolsé szamjegy 0-tol
kiilonbozs. Melyik ez a két szdm?

Megoldas. Legyen a keresett két szdm a és b, ahol 0 < a < b.

Az ab = a + b feltétel alapjan b(a — 1) = a, ahonnan a > 1 kovetkezik.

Ab= Ll 2 a feltétel alapjdan pedig a < 2 adédik. A feladat feltételei alapjdn igy az a
a—

szam egészrésze 1.
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10z +y
100

Az eddigiek alapjan a =1+ m;, b=k +m, alakd, ahol m; = , kez™,
B 10z +u
2= 00

Mivel (14 my)(k+my) =1+ my + k+ my, ezért

, X, Y, 2, u pedig szdmjegyek.

E+my+kmi+mmy=14+mi+k+my, azaz (k—1)m;=1—m- -my,

|
igy pedig k — 1+ my = o
1

1002

Jeloléseink alapjan ekkor 100(k — 1 10 = .
eloléseink alapjan ekkor 100( )+ 10z + u 0z g

A bal oldal pozitiv egész szdm, ezért (10z + y) osztéja 100° = 2* . 5*-nek.

1 <10z +y < 100 és y # 0, igy 10x + y lehetséges értékei: 1, 2, 4, 5, 8, 16, 25 lehet csak.

A felsorolt értékek koziil egyediil a 16 felel meg a feltételeknek.

Ekkor a = 1,16, igy b = ——— alapjdn b = 7,25.
=

1

Az a=1,16, b="725 szdmok valdoban megfelelnek a feladat feltételeinek, hiszen
1,16 -725 =1,16 + 7,25 = 8,41.

2 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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