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2. fordulo

haladok I. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Milyen a, b, ¢, d szdmjegyekre igaz, hogy (@—l—@) -61 = abed?

Megoldas. Vezessiik be az © = ab és az y = cd uj ismeretleneket. fgy egyenletiink az aldbbi

alaku:
(z +y) - 61 =7y,
61x + 61y = 100x + y.
60y = 39z,
20y = 13zx.
Mivel a 20 és a 13 relativ primek,

ezért sziikséges, hogy = 20 tobbszordse legyen,
és y 13 tobbszorose legyen.

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

Azaz az aldbbi tdblazatban szereplS (x,y) szampdrokat, és a nekik megfeleld (a,b,c,d)

szamjegyeket, valamint abcd szamokat kapjuk:

x Y a b c d abed
20 13 2 0 1 3 2013
40 26 4 0 2 6 4026
60 39 6 0 3 9 6039
80 52 8 0 5 2 8052

2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Vegyiink fel az ABC Dtéglalap belsejében egy P pontot ugy, hogy PB =4, PC' =3 és

PD =5 legyen. Mekkora PA?

Megoldas. Hizzunk P-n keresztiil parhuzamost AB-vel. Ez az AD oldalt F', BC oldalt

E pontban metszi.

Irjuk fel a Pitagorasz-tételt a PEB és PEC haromszogekre:
PB* = PE® + EB?
PC? = PE* + EC*.

Képezziikk a PB* — PC? kiilonbséget:

PB*— PC* = (PE* + EB*) — (PE* + EC*) = EB* — EC?,

() PB? — PC* = EB*> — EC*.

Irjuk fel a Pitagorasz tételt a FAP és FDP hiromszogekre:
PA?> = PF? + FA?,
PD* = PF? + FD*.

Képezziik a PA®> — PD? kiilonbséget:

PA* — PD* = (PF* 4+ FA?) — (PF*+ FD*) = FA* — FD?,

(44) PA* - PD*=FA> - FD>

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Mivel FE parhuzamos volt AB-vel ezért EB = FA és EC = FD. Igy (i) és (i4)-bol:

PB?> — PC* = EB?> - EC?*=FA* - FD?> = PA*> — PD?.

Behelyettesitve az ismert adatokat:
42 32 =pA? 5%
PA=V32=4V2.

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Legyen a, a kovetkez6 mdédon definidlt sorozat:

ay = 18,
ap = an :48,
ap = Gp_1-ap_2, ha n > 2.

Hany négyzetszam van a sorozat tagjai kozott?

Megoldas. Irjuk fel az elsG két tag primtényezds felbontdsat: a; = 2! - 32, és a, = 2*- 3"

Mivel az els6 két tagnak csak a 2, és a 3 a primtényezdi, ezért az 6sszes tobbi tag primfel-
bontdsdban is csak ez a két szdm szerepelhet.

Egy (1-nél nagyobb egész) szdm pontosan akkor négyzetszdm, ha primfelbontdsdban minden
primtényez6 paros kitevdvel szerepel, igy ennek teljesiilését fogjuk vizsgélni a,, esetén.

A harmadik tagtél elkezdve a,, definicidja alapjan az a,, primfelbontdsaban szerepld 2-esek
szdma az el6zd két tag primfelbontdsaiban szerepld 2-esek szdmanak sszege (a 3-as prim-
tényezokre hasonldan).

Igy ha kiilon-kiilon vizsgéljuk az
a,, primfelbontdsaban szerepl 2-esek szamat (k,-nel jeloljiik), illetve
a,, primfelbontasaban szerepld 3-asok szamat (h,,-nel jeloljiik),

akkor két Fibonacci-szerli sorozatot kapunk.

A ky (1,4,5,9,14,23,...) sorozat paritdsit vizsgdlva adédik, hogy minden n = 3k + 2 in-
dexti tag lesz csak pdros, a tobbi paratlan, mig

ahy (2,1,3,4,7,11,...) sorozat minden n = 3k + 1 index( tagja lesz csak pdros, a tobbi
paratlan.

Vagyis k, és h,, azonos n-re nem lehet egyszerre paros, igy a,, primfelbontdsdban valame-
lyik primtényez$ paratlan kitevSvel szerepel.

Igy az a, sorozat tagjai kozott nem lehet négyzetszam.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Adott 50 szam, melyek Osszege 100. Bizonyitsuk be, hogy a szdmok koziil kivalaszthat6
3 dgy, hogy az Osszegiik legalabb 6 legyen.

Megoldas. Képezziik az alabbi 3 tagd osszegeket: S| = a; + a> + a3, Sy = ax + a3z + aq,
covy Su9 = aug + asg + a1, Sso = aso + a1 + as.
Ekkor Sl+Sz+...+550:3(a1+a2—|—...+a50) =300 = 50-6.

Az allitas kovetkezik abbdl, hogyha 50 szdm 6sszege 50 - 6 = 300, akkor nem lehet a szamok
mindegyike 6-ndl kisebb.

2 pont
2 pont

3 pont

Osszesen: 7 pont



