Haladok I. kategéria 3. (dontd) fordulo

1. Adjuk meg azokat a természetes szdmokbdl 4116 (x; y) szdmpérokat, amelyekre fenndll az
(xy =7 = 2% +?

egyenldség. 7 pont



2. Egy paralelogramma oldalainak hossza 3 cm és 4 cm. Az atlok Osszege centiméterben mérve
egész szam. Mekkora lehet az atlok kiilonbségének abszolut értéke? 7 pont

3. 20192 darab kovet szeretnénk elszllitani a banyabdl. A kdvek tdmegei szdmtani sorozatot alkot-
nak. Igazoljuk, hogy a kovek elszdllithaték 2019 teherautdval! (Az autdk teherbirdsa egyenld,
a teherbirasok Osszege egyenld a kovek Ossztomegével. Az autdkat nem szabad talterhelni, a
koveket nem szabad darabokra torni.) 7 pont

Megoldasok és javitasi titmutato
1. Adjuk meg azokat a természetes szdmokbdl 4ll6 (x; y) szdmpérokat, amelyekre fenndll az
(xy — 7)2 =x+ y2
egyenldség. 7 pont

Megoldas. Az egyenletet 4talakitva:
x2y2 - 14xy +49 = X% +y?

x2y2 - 12xy+49 = X%+ y2 +2xy 1 pont
(xy —6)*+13 = (x + y)?
(xy—6)2—(x+y)2 =-13 1 pont

Az egyenlet bal oldalat szorzattd alakitva: (xy —6 — (x+y))(xy -6+ (x+y)) = —-13.

Mivel a megadott alaphalmazon (x, y természetes szdmok) a bal oldalon szerepl$ tényezGk
értéke egész szdm, a 13 pedig primszdm, ezért két eset valdsulhat meg: —13 = (1) - 13 vagy

-13=(-13) - 1. 1 pont
1. eset:
xy—-6—-(x+y)=-1 - (x+y)=5
y (x+y) Ebbél xy = (x+y)
xy—6+(x+y)=13. xy+(x+y)=19.
X xy =12
A kapott egyenletrendszert xy-ra, illetve x + y-ra megoldva: . 1 pont
X+y=
adodik, amibdl az x| = 3, y; = 4, illetve x, = 4, y, = 3 megoldisok adédnak. 1 pont
2. eset:
-6-(x+y)=-13 - (x+y)=-7
xy (x+y) Ebbél xy=(x+y)
xy—6+(x+y)=1. xy+(x+y)="17.
. xy=0
A kapott egyenletrendszert xy-ra, illetve x + y-ra megoldva: . . 1 pont
xX+y=
adddik, amibdl az x| = 0, y; = 7, illetve x, = 7, y, = 0 megolddsok adddnak. 1 pont

Tehét az egyenletrendszer megoldésai: (3;4), (4;3), (0;7), (7;0)

Osszesen: 7 pont



2. Egy paralelogramma oldalainak hossza 3 cm és 4 cm. Az 4tlok Osszege centiméterben mérve

egész szam. Mekkora lehet az atlok kiilonbségének abszolut értéke? 7 pont
Megoldas.
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Rajzoljunk be két magassagot, és haszndljuk az dbra jeloléseit!
Pitagorasz-tételt felirva AT,C, AT\ D és BT| D haromszogekben kapjuk, hogy:

e —(4-x)r=32-x°

f2—(4+x)? =324 1 pont
Ebbdl: e + f2 = 50. 1 pont
A szamtani s a négyzetes kozép kozti egyenlStlenségbdl:

e+ f _ e2+ f2
2 2

5, igy e+ f <10. 1 pont

Felirjuk a haromszog-egyenlStlenséget ABM haromszogben, ebbdl 8 < e + f. 1 pont
Igy két lehet&ség van:

1. e+ f = 10, ekkor a szamtani és a négyzetes kozép kozott egyenlGség van, ami pontosan akkor
teljesiil, ha e = f =5, tehat a paralelogramma téglalap, a kiilénbség nulla. 1 pont

2. e+ f =9 és tudjuk, hogy €® + f2 = 50, tehdt egy szimmetrikus mésodfoki egyenletrendszert
kell megoldanunk. 1 pont

Ebbdl a 2¢ —18e+31 = 0 masodfoki egyenlethez jutunk, ahol a gyokok kiilonbségének abszolut
értéke:

V19. 1 pont*

18+V76 18-V76 V76
4 4 2

Osszesen: 7 pont

* A *-gal jelolt 1 pont akkor is jér, ha a versenyz§ az ismert (diszkrimindns négyzetgyoke osztva
a féegyiitthatoval) képletet haszndlja.



3. 20197 darab kovet szeretnénk elszallitani a banyabdl. A kdvek tdmegei szdmtani sorozatot alkot-
nak. Igazoljuk, hogy a kovek elszallithaték 2019 teherautdval! (Az auték teherbirdsa egyenld,
a teherbirdsok Osszege egyenld a kovek Ossztomegével. Az autdkat nem szabad tdlterhelni, a

koveket nem szabad darabokra torni.) 7 pont
Megoldas. A tomegeket jeloljik aj, aa, .. ., aygj92-nel.
A tomegeket rendezziik el egy 2019 x 2019-es tablazatban legkisebbtdl a legnagyobbig, a bal
fels6 sarokbdl indulva a sorokban balrdl jobbra, majd az alatta levs sorban is balrdl jobbra. 1 pont
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2019 darab csoportot kell 1étrehozni. Ha minden csoport minden sorbdl és minden oszlopbdl
pontosan egy kovet tartalmaz, akkor a kovek tomegei szamtani sorozatot alkotnak, vagyis tomegiik
szerint sorba téve Gket, az egymas melletti kdvek tomegének kiilonbsége ugyanakkora. Tehat
minden autéra S +d +2d +3d + . . . + 2018d tomegl rakomdny kertiil, ahol d a szdmtani sorozat

differencidja, S pedig az els6 oszlopban levs elemek Osszege. 3 pont
Az elsd csoport dlljon f64tldbeli elemekbdl, 1 pont

2 2

a masodik csoport a f§4tl6 feletti 4tl6 a,-tdl b-ig, valamint c,
a harmadik csoport a f6atl6 felett a masodik atl6 as-tol e-ig, valamint f és g,. ..
az utolso csoport aspi9-bdl és a f6atlo alatti atlobdl azgop-tol h-ig.

Igy mindegyik csoportban szerepel minden sorbdl és minden oszlopbdl pontosan egy elem,
vagyis a csoportbeli elemek 0sszege minden csoportndl megegyezik. Egy csoport legyen egy
teherauté rakomdnya, igy valéban el lehet széllitani 2019 teherautdval az Osszes kovet. 2 pont

Osszesen: 7 pont





