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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy matematika-szakkoron 8 didk vett részt. 4 padba iiltek le Ggy, hogy senki sem ismerte a
padtarsat. Az els6 padban Andras és Bea iiltek. Tudjuk, hogy Andrést kivéve a tobbi 7 didknak
mind kiilonb6zd szamu ismerdse van a jelenlévd didkok kozott. Ki ismer tobb didkot a szakkorrdl,
Andrés vagy Bea? (Az ismeretséget kolcsonosnek tekintjiik: ha X ismeri Y-t, akkor Y is ismeri

X-et.) 6 pont

Megoldas. Mivel senki nem ismeri a padtarsét, ezért mindenki legfeljebb 6 didkot ismerhet,
vagyis az ismerGsok szama 0, 1, 2, 3, 4, 5 vagy 6 lehet, ami 7 lehetGség 7 emberre, vagyis
mindegyik szdm pontosan egyszer fordul elgd. 1 pont
A 6 ismerGssel rendelkez6 didk a padtirsdn kiviill mindenkit ismer, tehit csak mellette tilhet
a 0 ismerGssel rendelkezd didk. (EbbdI az is kovetkezik, hogy Andrdsnak nem lehet O vagy 6
ismerdse.) 1 pont
Vizsgaljuk a maradék 3 padndl 1€vS 6 didk egymas kozti ismeretségeit. A teljes 1étszamot tekintve
koztiik van 1, 2, 3, 4, 5 ismerdssel rendelkezd didk, de ha ebbe nem szdmoljuk bele a 6 ismerdssel
rendelkezd didkkal val6 kapcsolatot, akkor marad 0, 1, 2, 3, illetve 4 ismerds egymds kozt. Megint
elmondhat6, hogy a (maradék 3 pad 6 didkjat tekintve) 4 ismerdssel rendelkezd didk mindenkit
ismer a padtarsan kiviil, tehat mellette kell, hogy iiljon a (maradék 3 padot tekintve) O ismerdssel
rendelkez6 didk. Vagyis a teljes létszdmot tekintve 5, illetve 1 ismerdssel rendelkezd didkok

padtarsak. (Ebbdl az is kovetkezik, hogy Andrdsnak nem lehet 1 vagy 5 ismerdse.) 1 pont
0 6 Ez a gondolat folytathat6 a maradék 2 pad 4 didkjara is. Itt lilnek a
N teljes tarsasagot tekintve 2, 3, illetve 4 ismerdssel rendelkezé didkok,
= \2’ E akik egymas kozott 0, 1, 2 masikat ismernek (mert az €l6z6 2 padbdl
az 5-0st, illetve 6-ost ismeri mindenki). Az el6z6ekhez hasonléan a
2-es mellett a 0-s kell, hogy iiljon. Vagyis a teljes tarsasagban a 2,
2[¢ / 314 illetve 4 ismerdssel rendelkezd didkok egymas mellett iilnek. (Ebb6]
S az is kovetkezik, hogy Andrdsnak nem lehet 2 vagy 4 ismerGse.) 1 pont

A fenti gondolatmenetbdl az is kideriil, hogy a megmaradt, 3 ismer§ssel
rendelkezd didk padtarsa (Andras) kit ismer €s kit nem: a 6, 5, illetve 4
ismerdssel rendelkezdket igen, a 0,1,2, illetve 3 ismerdssel rendelkezdket nem, tehat neki szintén
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3 ismerdse van. 1 pont
Tehat Andrasnak és Bednak egyardnt 3-3 ismerdse van. 1 pont
Osszesen: 6 pont



2. Baldzs felirt egy lapra egy olyan haromjegy(i szdmot, amelynek szdmjegyei kozott nem szerepelt
a 0. Ezutén leirta ald azokat a hdromjegyd szdmokat, amiket igy kapott, hogy az eredeti szdm
szamjegyeinek sorrendjét megvaltoztatta. Miutdn az Osszes lehetséges szamot felirta, a lapon
szerepld szamokat dsszeadta. Igy 1776-ot kapott eredményiil. Mennyi lehet a lapra elsGként felirt
szam szdmjegyeinek 0sszege? 8 pont

Megoldas. I. eset: Balazs egy olyan szamot irt fel, amelynek harom kiilonboz8 szémjegye van.
Jelolje a szdmot abc. Ennek a szdmjegyei 3! = 6-féle sorrendbe irhatok, igy Baldzs dsszesen 6

szamot irt fel a lapra. 1 pont
Ezek 6sszege: abc + achb + bac + bca + cab + cba =222 - (a+ b+ ¢) = 1776. 1 pont
Ekkor a szamjegyek Osszege: a + b + ¢ = 8. 1 pont

2. eset: Balazs egy olyan szdmot irt fel, amelynek két kiilonbozs szamjegye van. Legyen a szdm
aab. Ennek a szamjegyei 3-féle sorrendbe irhatdk, igy Baldzs dsszesen 3 szamot irt fel a lapra. 1 pont

Ezek 0sszege: aab + aba + baa = 111 - (2a + b) = 1776. 1 pont
Ekkor a szdmjegyek Osszege: 2a + b = 16. 1 pont
Mindkét eset meg is megvaldsulhat: példdul, ha Balazs a 125, illetve az 556 szamot irta fel. 1 pont
Tehat az eredeti szdm szdmjegyeinek Osszege 8 vagy 16. 1 pont

Megjegyzés. Ha a megolddsban csak az egyik eset szerepel, legfeljebb 5 pont adhaté. (3 pont
az eset vizsgalataért, 1 pont annak igazoldsaért, hogy valéban létezik adott tulajdonsdgi szam,
1 pont a valaszért.)

Osszesen: 8 pont

3. Az ABC hiromszogben AC = V3 egység, BC = 1 egység, tovabba a C-bdl indulé magassag
talppontja az AB oldal B-hez kozelebbi negyedelGpontjaval egyezik meg. Mekkordk az ABC
haromszog szogei? 8 pont

Megoldas. Készitsiink abrat: jeldlje T a széban forgé magassig talppontjit, m a magassag

hosszét, €s legyen x = T B! 1 pont
C Ekkor a CT B derékszogii haromszogben a Pitago-
rasz-tétel alapjén: m? + x* = 1. 1 pont
NG Mivel AB = 4TB, ezért AT = 3x, igy az ATC
m \1 derékszogli haromszogben ugyancsak a Pitagorasz-
tétel alapjan m* + (3x)% = 3. 1 pont
/i A két egyenletet egymé\s/b_él kivonva 8x? = 2, ahon-
X 1 3
A 3X T B nan x = E,és igym = - 2 pont
Ekkor a CT B haromszog éppen egy fél szabélyos haromszog, ezért a B-nél 1évé szoge 60°-os. 1 pont

3
Masrészt m = > miatt ATC is egy fél szabdlyos haromszog, ezért az A-nél 1évS szoge 30°-0s. 1 pont

Az ABC haromszog szogei tehat 30°, 60° és 90°. 1 pont

Osszesen: 8 pont



4. Adott a sikon véges sok egyenes €s véges sok pont a kdvetkez§ feltételekkel: minden egyenesre
legfeljebb 4 pont illeszkedik, és minden ponton athalad legaldbb 2 egyenes. Bizonyitsuk be, hogy
a pontok szdma legfeljebb az egyenesek szamanak kétszerese! Mutassunk egy-egy olyan példat,
ahol egyenl@ség 4ll fenn, és az egyenesek szdma
a) paros
b) pératlan! 8 pont

Megoldas. Jeldlje a pontok szdmét k és az egyenesek szdmat n.
Legyen I az olyan (p, e) pont-egyenes parok halmaza, hogy p € e. Vizsgdljuk meg, hogy mennyi

lehet az I-beli parok darabszama. 1 pont
Mivel minden egyenesre legfeljebb 4 pont illeszkedik, ezért |I| < 4n. 1 pont
Mivel minden ponton 4thalad legaldbb 2 egyenes, ezért |I| > 2k. 1 pont
A kettSt 6sszevetve, 2k < 4n, tehat k < 2n, az éllitast igazoltuk. 1 pont

Lehetséges példdk az egyenlGség esetére:

a) 8 egyenes, 16 pont, minden egyenesre pontosan 4 pont illeszkedik,
minden ponton pontosan 2 egyenes halad at. 2 pont

b) 5 egyenes, 10 pont, minden egyenesre pontosan 4 pont illeszkedik,
minden ponton pontosan 2 egyenes halad at. 2 pont

Megjegyzés. Minden olyan példa megfelel, ahol az egyenesek szama a feltételnek megfelelGen
paros/paratlan, minden egyenesre pontosan 4 pont illeszkedik és minden ponton pontosan két
egyenes halad at.

Osszesen: 8 pont

Mas lehetség a feladat elsé részének indoklasara:
Jelolje az egyenesek szamat n. Minden pont egyenesre illeszkedik. 1 pont

Mivel egy egyenesre legfeljebb 4 pont illeszkedik, igy legfeljebb 4n pont van adva, de mivel
minden ponton legaldbb két egyenes megy at, azaz minden pontot legalabb kétszer szamoltunk,
a felvett pontok szama valdban legfeljebb 2n. 3 pont



5. Melyik két szomszédos egész szam kozé esik a kovetkezs kifejezés értéke:

32 34 36 38 2016 2018

§—§+§—§+...—...+—2015——2017 10p0nt
Megoldas.
32 34+36 38+ +2016 2018
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(1) 2 pont

A mésodiktol kezdve minden tag nagyobb, mint az elsd, ezért ezek feliilrdl becsiilhetSk az elsovel,

2
@—dal. 3 pont

Az Osszegben szerepld tagok szdma kevesebb, mint 1023 fele, hiszen a nevezGkben szerepl6 els6
tényezSk 4-esével novekednek, ezért az 6sszegnek kevesebb, mint 2015 : 4 < 504 tagja van.

(A tagok szama egészen pontosan (2015 —31) : 4 +1 =497.) 1 pont
Mivel tehdt a tagok szdma kevesebb, mint 1023 fele, igy K kisebb 1-nél, 1 pont
valamint K (1) alatti alakjabol nyilvanvald, hogy K pozitiv, ezért a kifejezés értéke 0 és 1 kozé

esik. 1 pont
Osszesen: 10 pont



