Kezdok III. kategoria 2. (dontd) fordulé

Feladatok

1. Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan b (1-nél nagyobb) természetes szdmot, amelyre teljesiil, hogy
minden nem egész, véges tizedes tort alakban felirhato pozitiv valds szdm b alapt szamrendszer-
beli ,,b-edes tort” alakja végtelen szakaszos. 10 pont

2. Mely f: Z — Z fiiggvényekre igaz, hogy tetszbleges x, y egész szdmokra

S+ () =fx)+y? 10 pont

3. Tekintsiik a sikon az ABC D négyszoget, €s egy olyan P pontot, amely nincs rajta ABC D semelyik
oldal- vagy atléegyenesén! Az ABCD négyszoget a P pontra tiikkrozve az A1 B;C; D1 négyszoget
kapjuk. Tudjuk, hogy az A, B, C, D pontok, az A, By, C, D pontok, illetve az A, B, Cy, D
pontok egy-egy koron helyezkednek el. Bizonyitsuk be, hogy az A, B, C, D pontok is egy korre
illeszkednek! 10 pont



Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Hatdrozzuk meg az sszes olyan b (1-nél nagyobb) természetes szdmot, amelyre teljesiil, hogy
minden nem egész, véges tizedes tort alakban felirhat6 pozitiv valés szdm b alapu szdmrendszer-

beli ,,b-edes tort” alakja végtelen szakaszos. 10 pont
1.. megoldas. Minden véges tizedes tort felirhaté kozonséges tort alakban. Legyen egy tetszdle-
ges véges tizedes tort kozonséges tort alakja 1—7, aholg # 1, (p,q) = 1. 1 pont
q
Mivel a szam tizedes tort alakja véges, van valamilyen k € N, amelyre 1062 en. 1 pont
q
Tekintettel arra, hogy (p, q) = 1, ez csak ugy lehet, ha g | 10%. 1 pont
Eszerint g primtényezds felbontdsdban 2-es €s 5-0s primtényezdn kiviil méds nem szerepelhet. 1 pont

Ha 2t atirjuk ,,b-edes tort” alakba, akkor (mivel nyilvan ott sem lehet egész) vagy véges, vagy

végtelen szakaszos tortet kaphatunk. 1 pont

Véges abban az esetben lehetne, ha valamilyen n-re b" - d egész szam lenne, azaz g | b" lenne.

Mivel azonban a szam ,,b-edes tort” alakja nem véges, igy ¢ 1 b" (barhogyan is vélasztjuk meg
az n-et). 2 pont

Akkor tudjuk garantdlni, hogy b semelyik hatvanya sem tobbszorose semelyik lehetséges g-nak,
ha b primtényezds felbontdsdban nem szerepel sem a 2, sem az 5 primtényezd, vagyis (b, 10) = 1. 2 pont

Minden més b megfelel, mert barhogyan valasztjuk is meg g-t, a primtényezss felirdsdban csak 2

2L 2

és 5 szerepelhet, igy ha ezek a primtényez8k nem szerepelnek a b felirdsédban, akkor b nem lehet
tobbszorose semelyik g-nak, vagyis a szdm b-edes tort alakja csak végtelen szakaszos lehet. 1 pont

Osszesen: 10 pont

2. megoldas. Egy raciondlis szdm n alapt szdmrendszerben vagy véges, vagy végtelen szakaszos
n-edes tort. 2 pont

Akkor €s csak akkor véges a P et (ahol (p,q) =1, g # 1) n-edes alakja, ha g primtényezdi n

primtényezdi koziil kertilnek ki. 2 pont
A feladat feltételei alapjdn minden véges tizedes tort végtelen b-edes, és minden véges b-edes
tort végtelen tizedes. 4 pont
Ez azt jelenti, hogy a feladatnak azok €s csak azok a b > 1 természetes szamok tesznek eleget,
amelyekre (10,5) = 1. 2 pont
Osszesen: 10 pont

2. Mely f: Z — Z fiiggvényekre igaz, hogy tetszbleges x, y egész szdmokra

Jx+fy)=f(x)+y? 10 pont



Megoldas. Bevezetiink egy jelolést az eredeti egyenletre:
fx+fM)=f(x)+y (%)
TetszGleges x, y,y' € Z-re ha f(y) = f(y"), akkor (x) szerint
f+y=fx+f)=fx+fON)=fx)+y, igyy=y,
tehat f injektiv. 1 pont
Ekkor (x)-ba x = y = O-t irva
F(f0) = £(0),

vagyis mivel f injektiv, f(0) = 0. 1 pont
Ezutan (x)-ba x = O-t irva

FUF») =y (1)
(azaz f involutiv). 1 pont

Most (x)-ban x helyére f(x)-et irva, és (1)-ct kétszer hasznélva
FUG+ D) =f(f()) +y=x+y=f(f(x+y)),

igy az injektivitds miatt

F)+f(y)=flx+y) (2)
(azaz f additiv). 2 pont
Bebizonyitjuk, hogy a (2) egyenlet megoldasai az f(x) = f(1) - x alaku linedris fliggvények
(azaz f(1) meghatdrozza a fliggvényt). Ez teljes indukciéval vildgos a nemnegativ egészekre:
f(x) = f(1) - x nyilvan fenndll x = O-ra és x = 1-re, valamint (2) az y = 1 helyettesitéssel

Jx+D=f)+f(D)=FfA)-x+fA)-1=F1)  (x+1);

majd negativ szdmokra is megkapjuk, ha (2)-ben az y = —x helyettesitéssel éllink:

fx)+ f(=x) = f(0) =0,
tehdatha f(x) = f(1) - x, akkor f(—x) = f(1) - (—x). 2 pont
Ekkor (1) szerint minden x € Z-re

x = f(f(0) = f(1)* - x.
azaz f(1) = +1. 1 pont
Az f(x) = xx fliggvények jok is, hiszen () f(x) = x esetén az

X+y=x+Yy,

mig f(x) = —x esetén az

y—x=y—-x
alakot olti. 2 pont

Osszesen: 10 pont

. Tekintsiik a stkon az ABC D négyszoget, és egy olyan P pontot, amely nincs rajta ABC D semelyik
oldal- vagy atléegyenesén! Az ABCD négyszoget a P pontra tiikkrozve az A1 B;C; D négyszoget
kapjuk. Tudjuk, hogy az A, B, C, D pontok, az A, By, C, D pontok, illetve az A, B, C, D
pontok egy-egy koron helyezkednek el. Bizonyitsuk be, hogy az A, B, C, D pontok is egy korre
illeszkednek! 10 pont



Megoldas. A megoldés sordn végig irdnyitott szogekkel szimolunk, mod 180°:
BAC<=BAC;< - CAB;< - B|AC<«

A P-re vonatkozé szimmetria miatt BjAC;< = BA;C<, tehat
BAC<=BAC)<—-CAB;< - BA|C«.

Mivel —-CAB 1< = BjAC és BAC 1< = —C|AB<«, ezért

BAC< = BjAC< — C;AB< — BA,;C< =

= BjAC<—-CiDB<—BA|C< = (ABC D hurnégyszog)
= BIAC<-C|DB<-BDC<«< = (A1 BCD htirnégyszog)
=B DC<—-CDB<—-BDC«<= (AB1CD hurnégyszog)
= B1DC;<

A P-re vonatkoz6 szimmetria miatt B1DC;< = BD|C<, tehat BAC< = BD;C<, ami azt jelenti,

hogy az A, B, C, D; pontok egy korre illeszkednek.

Diszkusszi6 (hidnya):

B A
D; Ci
P
© \/D
A B,

Osszesen:

Pontozas: Kiilonbodzé esetek diszkusszidja: 4 pont. Ehelyett 3 pont jar akkor, ha a megoldédsban
nincs sziikség az esetek szétvalasztdsara, mint példiul irdnyitott szogek vagy komplex szdmok

hasznalatanal.

A maradék 6, illetve 7 pont a megoldds minden 1ényeges 1€pésére egyenként vagy koriilbeliil

egyenletesen jar!

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont

1 pont
3 pont

10 pont





