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Kezdok I-II. kategoria 2. és I1II. kategoria 1. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato
1. Hatdrozzuk meg az 6sszes pozitiv egész n szamot, amely esetén 4n* +3n+7 négyzetszam.

1. megoldas. Nyilvanvald, hogy minden n pozitiv egész szam esetén:

(2n)* = 4n® < 4n* +3n+17.

Tovabba minden n pozitiv egész szam esetén 4n” +3n+7 < 4n* +8n+4 = (2n+2)°,

hiszen az egyenltlenséget ekvivalens médon dtrendezve a 3 < 5n egyenl&tlenséget kapunk, ami
minden pozitiv egész n-re igaz.

Ezért, mivel a (2n)? < 4n* +3n+7 < (2n+2)? fennall minden pozitiv egész n esetén,
igy a kifejezés csak tigy lehet négyzetszam, ha 4n® +3n+7= (2n+ 1)2 =4’ +4n+1.

Ezt az egyenletet rendezve és megoldva kapjuk hogy n = 6. Ekkor 4-36+3-6+7 = 169 = 132,
valéban négyzetszam.

Osszesen:

2. megoldas. Tegyiik fel, hogy van olyan k egész szam, amelyre 4n® +3n+7= k>

Rendezve a kifejezést 3n+7 = k> — 4n* = (k — 2n)(k + 2n), vagyis (3n+7)-et két természetes
szam szorzataként kell felirni.

Mivel k — 2n < k+ 2n, vizsgdljuk, milyen lehetséges értékek jonnek széba (k — 2n)-re.

Hak—2n=1,azaz k+2n= (k—2n)+4n = 1+4n, akkor 3n+7 = (k—2n)(k+2n) =4n+1,
ami csak akkor teljesiil, ha n = 6, és ez valoban megoldésa a feladatnak.

Tovabb vizsgilédva nem taldlunk tobb megoldast, ezért felirjuk dltalanosan:

Ha k —2n > 2, akkor k4 2n = (k—2n) +4n > 2+ 4n, ezért a szorzatuk legaldbb 4 + 8n. Ezek
szerint annak kellene teljesiilnie, hogy 3n+7 > 4 4-8n, azaz hogy 3 > 5n.

Mivel azonban n > 1, ez semmilyen n-re sem teljesiilhet. Tehét az egyetlen megoldas az n = 6.

Osszesen:
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2. Az ABC haromszogben AB =3-BC. P és Q az AB oldal azon pontjai, amelyekre AP = PQ = OB.
Legyen F az AC oldal felez6pontja. Hatdrozzuk meg a QF P<{ nagysagat. 8 pont

Megoldas.

A P Q B D
Hosszabbitsuk meg a haromszog AB oldalat a B csticson til a BC oldal hosszaval, és a kapott
pontot jeloljiik D-vel. 2 pont
Ekkor a feladat feltételei alapjan:

AP=PQ=0B=BD=BC.
A OBC és CBD egyenl{ szaru haromszogek alapjan:
BCO<x=CQB<1=¢ és DCB< =BDC< =¢.
Ezt figyelembe véve a ODC haromszogben:
180° = BDC<t + DCB<(+ BCQ<t+ CQB< = 2(DCB<+ BCQ<) = 2DCQ<,

amibsl DCQ< = 90°. 3 pont
(Ugyanehhez az eredményhez dgy is eljuthatunk, ha észrevessziik, hogy BQ = BD = BC alapjin

B a ODC haromszog koriilirt korének kozéppontja. Ekkor a Thalesz-tétel megforditisa alapjan

adodik, hogy a OQDC haromszog derékszogii.)

Az AQC hiromszdgben PF kozépvonal, ezért PF || OC. Hasonl6képpen az ADC haromszdgben

QF kozépvonal, emiatt QF || DC. 2 pont
A megéllapitott parhuzamossdgok figyelembevételével QF P<t = DCQ<t = 90° (egyallasu szo6-

gek). Tehat a keresett sz6g nagysdga 90°. 1 pont
Osszesen: 8 pont

3. A tic-tac-toe (vagy ix-ox) jatékban két jatékos felvéltva tesz x , illetve () jelet egy 3 x 3-as
tdblara. Az nyer, akinek sikeriil egy vonalban hdrom azonos jelet elhelyeznie, vizszintes, fiig-
gbleges vagy atlés iranyban. Héany kiilonbozé olyan jatékmenet létezik, amelyben x kezd, és a
jatszma dontetlennel végzddik? (Két jatékmenetet akkor tekintiink kiilonboz6nek, ha valamelyik
1épésben mashova keriil jel a két jatékban.) 8 pont

£

Megoldas. El6szor szamoljuk 6ssze, hogy hanyféle dontetlen ,,végéllas” van!

Ekkor a jaték soran dsszesen 5 darab x és 4 darab () jel keriil a tablara.

x OO x |O] x x| %O
O] x| O|O] % OO0 %
x| x|O x| x 10O x| x|O
1. dbra 2. édbra 3. ébra



Ha x van kozépen, akkor a maradék négy x jel koziil csak pontosan kettd keriilhet sarokra és
pontosan kettd oldalra, hiszen ellenkez$ esetben lenne két ,,szemkozti” (a kdozéppontra szim-
metrikusan elhelyezkedd) x. Sem a két sarokban, sem a két oldalon elhelyezkedd x nem lehet
egymdssal szemkozti. Tovdbbd az oldalakon elhelyezkedd x jelek koziil egyik sem keriilhet a
sarkokon elhelyezkedd x jelek kozé. Ezek alapjan csak az 1. dbrdn lathatd, vagy az abbdl egy-
bevagdsdgi transzformacidval megkaphato elrendezés lehetséges. A sarkokba négyféleképpen
keriilhet a két x, a maradék két x helyét ezutdn még kétféleképpen valaszthatjuk ki. Ez eddig
tehat 4 -2 = 8 lehetséges végallas.

Ha () van kozépen, akkor a maradék harom () jelbdl egy vagy kett6 keriilhet a sarokba. Az
el6bbi esetben csak a 2. dbrdn lathatd, illetve azzal egybevagé elrendezések lehetségesek. Ilyen-
bdl is 4 van, hiszen a () jelet tartalmazé sarokkal nem érintkezd oldalakra mindenképpen kell
keriilnie egy-egy () jelnek ahhoz, hogy ne legyen harom x egy vonalban. Ilyen elrendezésbsl
Osszesen 4 van. A fentiekhez hasonl6an gondolkodva lathatd, hogy amikor ketté () jel van a sa-
rokban, akkor pedig csak a 3. dbrédn lathato, illetve azzal egybevagd elrendezések lehetségesek,
ilyenbdl is 4 van.

Igy osszesen 8 +4 44 = 16 lehetséges végillds van.

Adott végallasba 5!-4! = 2880-féleképpen lehet eljutni (csak a két jatékos 1€péseinek sorrendjét
valtoztathatjuk meg).

Osszesen tehdt a 16 - 2880 = 46 080 dontetlennel végz5ds jatékmenet létezik.
Osszesen:

. Egy teniszversenyen vegyesen junior és felndtt koru versenyzdk is indultak. Minden résztvevo a
tobbi jatékos mindegyikével pontosan egy mérkdzést jatszott. A torna végén kideriilt, hogy min-
denki elveszitette legaldbb egyik mérkdzését, és minden felndtt eredménylistdjdban kiillonbozo
szamu vereség szerepelt. Bizonyitsuk be, hogy volt olyan junior koru versenyzd, aki felnott ellen
is szerzett gyb6zelmet.

Megoldas. Legyenek a versenyen résztvevd juniorok ji, j, ..., j, (n € NT), a felnéttek pedig
f1s for ooy fn (m € NT), és a feladat 4llitasaval ellentétesen tegyiik fel, hogy a juniorok egyike
sem nyert a feln6ttek ellen mérk6zést

Ekkor a felnéttek mindegyike a vereségeit csak azonos korosztilyhoz tartozé tarsai ellen szerez-
hette.

Minden feln6tt m — 1 esetben jatszott feln6tt vetélytarsaival, ezért ezeken a mérkdzéseken O, 1,
2,...,m—1 szamu vereséget gy(jthetett Ossze.

Mivel a feladat egyik feltétele kizarja azt az esetet, hogy valaki veretleniil zarja a tornat, ezért a
felnGttek altal szerzett vereségek szdma csak az 1, 2, ..., m — 1 értékek koziil keriilhetett ki.

Mivel a vereségekre felsorolt értékek szdma kisebb, mint a versenyen indulé felnéttek szdma,
ezért a skatulya-elv értelmében kellett lennie legalabb két olyan felndttnek, akik azonos szamu
vereséget gyljtottek 0ssze. Ellentmonddshoz jutottunk, igy feltevésiinkkel ellentétben volt olyan
junior kord versenyzd, aki a torna sordn felnéttet gy6zott le.

Osszesen:

2 pont

2 pont
1 pont

1 pont
1 pont

8 pont

8 pont

1 pont
1 pont
2 pont

2 pont

2 pont

8 pont



5. Egy n x n-es tdbldzat minden mezdjébe egy pozitiv egész szdmot irtunk. A tablan az aldbbi
valtoztatdsok hajthatok végre:

e egy tetszbleges sor minden elemét megszorozzuk 2-vel,

e egy tetszbleges oszlop minden elemébdl kivonunk 1-et.

Az engedélyezett 1épések tetszbleges szamu alkalmazdsédval elérhet6-e, hogy a tabldzat minden

mezdjébe 0 keriiljon? 10 pont
Megoldas. Igen, a tdblazat elemei nullazhatdk, példaul a kovetkezd stratégiat kdvetve: 1 pont

A tébléazat elemeit oszloponként, tetszdleges sorrendben (példaul az elsd oszloptdl indulva, bal-
6l jobbra) haladva valtoztatjuk nulldra. Egy oszlop beéllitdsa sordn mdsik oszlophoz nem nyu-
lunk, és csak akkor 1épiink tovdbb a kovetkez6re, ha a jelenlegi oszlopnak mar minden eleme
nulla. A csupa 0 oszlop elemei sormiiveletek hatdsdra nem véltoznak meg. Tehat elég azt meg-
mutatnunk, hogyan valtoztassuk nulldra az els6 oszlop elemeit — a médszer miikodni fog a tob-

bire is. 2 pont
Kezdjiik el csokkenteni az els6 oszlop elemeit mindaddig, mig valamelyik elem 1 nem lesz! 1 pont
Ha mindegyik elem 1, akkor még egy csokkentéssel nullazhatjuk az oszlopot. 1 pont

Ha vannak az oszlopban 1-es, illetve 1-estdl kiilonb6z6 szdmok is, akkor dupldzzuk meg az
1-esek sorat, majd csokkentsiik az oszlopunk minden szdmat 1-gyel! 2 pont

Ezzel az oszlopban taldlhat6 1-esesek tovabbra is 1-esek maradnak, az 6sszes tobbi szdm viszont
1-gyel csokken. 2 pont

Mivel pozitiv egész szamok alkotjdk a tdblazatot, ezért véges sok 1€pés utin biztosan elérjiik azt
az allapotot, amikor az oszlop minden eleme 1 lesz. 1 pont

Ezutdn az oszlop elemeit eggyel csokkentve elértiik, hogy minden elem nulla legyen.

Megjegyzés: Ha a tanul6 csak konkrét példdkon mutatja be a megoldast, dltalanos elv leirasa
nélkiil, akkor legfeljebb 2 pontot kaphat.

Osszesen: 10 pont
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