Kezdok I1I. kategoria 2. (donto) forduld

Feladatok

1. Egy tabléra felirtuk 1-t8] n-ig a természetes szdmokat (n legaldbb 2). Egy 1épésben egyszerre két
szamot letorliink, és helyettiik a két szdm (nemnegativ) kiilonbségét irjuk fel. Addig folytatjuk
ezt az eljarast, amig mar csak egy szdm marad a tdbldn. Mi lehet az utolsénak kapott szdm? 10 pont

2. Adjunk elvi eljarast a haromszog megszerkesztésére, ha adott egy oldaldnak és a hozza tartozo
sulyvonaldnak a hossza, valamint a keriilete! 10 pont

3. Ha n pozitiv egész szdm, akkor jeloljiikk a(n)-nel a legkisebb olyan n-nél nagyobb egész szamot,
amely felirhat6 két négyzetszdm Osszegeként. A két négyzetszdm lehet egyenld, és koziilikk az
egyik lehet O is. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész szamra

a(n) < n+4n'/4, 10 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy tabldra felirtuk 1-tdl n-ig a természetes szamokat (n legalabb 2). Egy 1épésben egyszerre két
szamot letorliink, és helyettiik a két szdm (nemnegativ) kiilonbségét irjuk fel. Addig folytatjuk
ezt az eljardst, amig mar csak egy szdm marad a tdbldn. Mi lehet az utolsénak kapott szdm? 10 pont

Megoldas. Két természetes szam Osszegének és kiillonbségének a paritdsa azonos, ezért paritds
szempontjabol mindegy, hogy a két szam kiillonbségét vagy 0sszegét vizsgaljuk. Igy végiil az
n — 1 kiilonbség helyett n — 1 Osszeget, az 0sszes szam Osszegét vizsgaljuk, 1 pont

ami pontosan akkor paratlan, ha paratlan sok paratlan szam van (4k + 1 vagy 4k + 2 alakd az n). 1 pont
Az eljarés sordn semelyik felirt szdm (igy az utolsé) sem lehet sem negativ, sem n-nél nagyobb. 2 pont
A tovéabbiakban a paritdssal nem foglalkozunk, csak tdimaszkodunk a fentiekre.

Azt dllitjuk, hogy minden megfeleld paritdsd, n-nél nem nagyobb nemnegativ egész szdmot
megkaphatunk végeredményként. Erre tobb konstrukciét mutatunk.

1.1. konstrukcié. Legyen 0 < k < n megfelels paritasi (egész) szam.
Irjuk fel a szamokat csokkend sorrendben. Két eset lehet:
non—1,....k+1,kk—1,...,2,1 vagy non—1,....k+2,k+1,k,....2,1 1 pont
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paros sok szdm paros sok szdm

Ez akkor is felirhatd, ha k = n vagy k = 0, legfeljebb k-tdl vagy k 4 1-t6l valamelyik irdnyban
nem szerepel szam. 1 pont

Péros sok egymas utin kovetkezd szambol az egymas utdn kovetkezd szomszédos szamok kii-
lonbségét képezve csupa 1-est kaphatunk. 1 pont

Adott szdmnal kisebb szamokbdl is kaphatunk csupa 1-est a legnagyobbtdl kezdve a parositast.
Végiil vagy 2 — 1 = 1 az utolso kiilonbség, vagy 3 —2 = 1, és megmarad az 1-es. 1 pont



Az 1-esekbdl kivondsok sorozatdval eldéllithaté a O vagy az 1, de mivel k paritdsa megfeleld,
csak azt kaphatjuk, hogy a k mellett egy 0, kK + 1 mellett egy 1-es szerepel a tablan, és ezek
kiilonbsége mindkét esetben k.

Ez a konstrukci6 csak akkor nem kivitelezhetd, ha csak egy k-ndl nagyobb szam van, kisebb meg

egy sincs, azazhak =1, k+ 1 =n =2, de akkor 2 — 1 = 1 alapjan allithaté el6 a k = 1.

1.2. konstrukcio. Legyen 0 < k < n megfeleld paritasi szam. Hagyjuk ki az n szam koziil a k-t,

illetve ha k = 0, akkor ne hagyjunk ki szdmot. A cél a tobbi szdmbdl eldéllitani a O-t.

Nagysag szerint csokkend sorba rendezve a szdmokat két eset lehet:
(l,l’l—1,...,](—{-11,](—1,...,2,1 vagy (L,n—1,...,k+%,l<+1,k—1/,k—2,...,2,1

-~ -~

Vv
paros sok szdm paros sok szdm 2 a kiilonbség

Péros sok egymds utdn kovetkezd szambdl a megfeleld szomszédos szdmok kiilonbségét képez-
ve csupa 1-est kaphatunk.

Adott szdmnal kisebb szamokbdl is kaphatunk csupa 1-est a legnagyobbtdl kezdve a parositast.
Végiil vagy 2 — 1 =1 az utolso kiilonbség, vagy 3 —2 = 1, és megmarad az 1-es.

A maésodik esetben az egyetlen 2-esbdl egy 1-est kivonva (ha van 1-es) csupa 1-es marad. Az igy
megmaradt 1-esek szdma paros, mert k paritdsa megfeleld. Az 1-esekbdl 0-kat, a 0-kbol egyetlen
0-t kaphatunk, igy végiil k — 0 = k marad a tabl4n.

Ez a konstrukcié nem kivitelezhetd, ha k = 2 és n = k+ 1 = 3, mert ekkor kapunk egy 2-es
kiilonbséget, de nem kapunk 1-est, ekkor 3 — (2 — 1) médon éllithaté els a 2; illetve ha k = 1 és
k+1=n =2, mert akkor csak egy szam marad, ekkor 2 — 1 = 1 adja a kivant eredményt.

Megjegyzés. Mindkét konstrukciot szétbonthatjuk esetekre n 4-es osztasi maradéka szerint,
de akkor minden esetben kiilon vizsgalni kell az egyes nem daltaldnosan targyalhat6 értékeket
(pl. k=0, k =n, illetve n =3 és k = 2 vagy n =2 és k = 1), ezek nélkiil a megoldds hidnyos.
Az erre kaphat6 6 pont ardnyosan csokkenthetd.

2.1. konstrukcid. Alkalmazzunk teljes indukciot n-r6l n+ 1-re. 2-re nyilvan igaz az éllitas.

Tételezziik fel, hogy n-re igaz az allitds. Ekkor a kaphat6 r végeredményekre: 0 < r < n.

Tekintsiik most n + 1-et. Mivel az n-re el6dllé végeredményeket (n+ 1)-bdl kivonva a kaphat6
kiilonbségekre fenndll, hogy 1 < (n+1) —r <n+ 1, igy a 0-tdl eltekintve minden (megfelels
paritasu) végeredmény megkaphato.

A 0-t, ha n fliggvényében megkaphatd, példaul ugy allithatjuk eld, hogy a legnagyobbtdl a leg-
kisebbig haladva szomszédos szdmok kiilonbségét vessziik (1-esek), amelyekbdl mar el6all a 0.

2.2. konstrukcid. Teljes indukciés gondolat n-r6l n + 4-re. TetszSleges 4 egymast kovetd szam-
bol (a+1, a+2, a+3, a+4) elGéllithat a 0 (= [(a+4) — (a+3)]—[(a+2) —(a+1)]), a
2(=[(a+4)—(a+1)]—[(a+3)—(a+2)]) ésad (=(a+4)—{(a+1)—[(a+3)—(a+2)]}).
Igy ha az els6 n szambél elall egy k, akkor az elsS n + 4 szambél elSallithaté k, k42, k + 4.
n=2reazl,n=3raal0ésa2,n=4rea0,2é a4, n=>5-reazl, 3,5 éllithato eld, vagyis
tetszOleges n-re el6dll az 6sszes n-nél nem nagyobb nemnegativ megfeleld paritdsd szam.

Osszesen:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont
2 pont

2 pont

10 pont



2. Adjunk elvi eljarast a haromszog megszerkesztésére, ha adott egy oldaldnak és a hozza tartoz6
sulyvonaldnak a hossza, valamint a keriilete! 10 pont

Megoldas. Legyen c az adott oldal, s a hozza tartozé silyvonal hossza, k pedig a keriilet. Legyen
a két ismeretlen oldal a és b. Definici6 szerint
k=a+b+c,
a Stewart-tétel szerint pedig
) 2a* 4207
—

(A Stewart-tétel ezen specidlis esete konnyen levezethetd abbdl, hogy egy paralelogrammaban
az atlok hosszdnak négyzetosszege megegyezik az oldalak hosszdnak négyzetosszegével.) Ekkor

(a—b)? = (a+b)? —4ab = (k—c)* — (2(a+b)* —2(a* +b?))
= (k—c)? = (2(k—c)? —4s> —c?) = (25)° +* — (k—c¢)% 2 pont

Egy segédabrin szerkessziink egy derékszogli haromszoget 2s és ¢ befogokkal, a Pitagorasz-tétel

S

értelmében az atfogdja d = 4/ (2s)2 + c? lesz. Ezutdn egy maésik segéddbran szerkessziink egy
derékszogli haromszoget, melynek az utoljara kapott d az atfogdja, az egyik befogdja pedig k — ¢
(megengedve azt az elfajulé esetet, amikor d = k — ¢). Ekkor a masik befogd lesz |a — b|, ismét

a Pitagorasz-tétel szerint (az elfajulé esetben |a — b| = 0-t véve). Az |a — b| és a+ b ismeretében

a as b megszerkesztése nyilvanvald: ((a +b) + |a —b|)/2 = max(a,b), ((a+b) —|a—D|)/2 =

= min(a,b). 5 pont
Tehat ha a megszerkesztendé haromszog 1étezik, akkor egyértelmien szerkszthetd, és a 1épések

azt is mutatjak, melyek a létezésének a feltételei. Egyrészt sziikséges, hogy

(a—b)* = (25)* +c*— (k—c)* >0,
azaz
(25)*+¢* > (k—c)?
legyen. Masrészrol kell, hogy k — 2¢ > 0 legyen (a hdromszog-egyenlStlenség alapjan). Tehat

a szerkeszthetdség (sziikséges és elégséges) feltételét, melynek fenndlldsa esetén a hdromszog
egyértelmiien szerkeszthetd a kovetkezd egyenldtlenség-lanccal foglalhatjuk dssze:

(28)2+c2>k—2c>0. 3 pont

Megjegyzés. Lehetnek mas jé alternativ megoldasok is. 7 pont jar mas jo szerkesztésért, 3 pont
a fentivel ekvivalens diszkusszidért.

Osszesen: 10 pont

3. Ha n pozitiv egész szam, akkor jeloljiikk a(n)-nel a legkisebb olyan n-nél nagyobb egész szamot,
amely felirhaté két négyzetszam Osszegeként. A két négyzetszam lehet egyenld, és koziilikk az



egyik lehet O is. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész szdmra

a(n) < n+4n'/*, 10 pont
Megoldas. Valasszuk meg x-et a lehet6 legnagyobb egésznek gy, hogy x> <n legyen, majd y-t
a lehetd legkisebb pozitiv egésznek tigy, hogy y* > n — x? is fennélljon. 3 pont
Ha x> =n, vagyis n négyzetszdm, akkor y = 1, és a(n) = n+ 1, ami nyilvan teljesiti a feladat
feltételeit. Ezért a a tovabbiakban tegyiik fel, hogy n nem négyzetszam, tehat n — x> 1, vagyis
y>2. 1 pont
Az x,y szdmok megvalasztdsa értelmében

x>n'/?—1
(kiilonben x nem lenne maximalis valasztas), tehat
x2>n—2n1/2+1, n—x2<2n1/2—1,
igy
y<V2n'* 41
(kiilonben y nem lenne minimaélis vélasztas). 3 pont
Ekkor x> 4 y? olyan n-nél nagyobb szam, amely felirhat6 két négyzetszdam Gsszegeként, igy
a(n) < x* +y*. Tovibba y megvilasztasa miatt x> + (y — 1)? < n is fenndll. Ezeket 6sszefoglalva
C+y—1?<n<aln) <3+,
tehdt
an)—n<xX*+y —x*—(y—-172=2p-1< V20 /4 41 < 4n'/4,
ahol az utols6 egyenl6tlenség azért 4ll fenn, mert nl/4 >1és4— 2V2 > 1, tehat
(4—2v2)n'* > 1.

Ezzel a bizonyitas kész. 3 pont

Megjegyzés. A helyesség minden mds j6 bizonyitasa szintén 6 pontot ér. Ha az x,y megvalasz-

tdsdbol vagy a szamoldsbol a 4-nél nagyobb konstans adédik az n'/*

egyéb megallapitas helyes, 9 pont adhato.

mellé, akkor, feltéve, hogy

Osszesen: 10 pont
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