Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Legyen n 3-mal oszthat6 pozitiv egész szdm. Azn—1,n—2, ..., 2, 1 szdmsorozatbdl elhagyjuk
a 3-mal oszthaté szamokat, majd az els6 két szamot pozitiv eldjellel, a kdvetkezd kettdt negativ
eldjellel, az azutdn kovetkezd kett6t megint pozitiv elgjellel latjuk el. A kettesével valtozo eld-
jelezést addig folytatjuk, amig a szdmsorozat végére €riink. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott

szamok 0sszege mindig n-nel lesz egyenld! 7 pont
Megoldas. Valasszuk szét az eseteket aszerint, hogy n paros vagy paratlan. 1 pont
Ha n péros, akkor 6-tal is oszthatd, ezért felirhaté n = 6k alakban, ahol k pozitiv egész szam. 1 pont

Ekkor 6k — 1-ig 0sszesen 2k — 1 darab lesz 3-mal oszthatd, azaz a 3-mal oszthat6é szdmok kiha-
gyésa utan osszesen 6k — 1 — (2k — 1) = 4k darab szdm marad. 1 pont

Ezeket lehet négyesével csoportositani, egy csoporton beliil a szimok 0sszege
(6l—1)4 (61 —2)— (6l —4)— (6] —5) =6,
és mivel k db csoport van, a teljes 6sszeg 6k = n. 1 pont

Ha n pératlan, akkor felirhaté 6k + 3 alakban, ahol kK nem negativ egész szam.

Ekkor az 0sszeg: (6k+2)+ (6k+ 1) — (6k—1) — (6k —2) + (6k —4) + (6k —5).... 1 pont
Az Osszegben a harmadik tagtdl kezdve ugyanazok a tagok szerepelnek, mint a paros esetben,

csak ellenkezd elgjellel. 1 pont
Ezek 0sszegérol tudjuk, hogy 6k, igy a teljes Osszeg: 6k +2+6k+ 1 — 6k = 6k+3 =n. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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2. Hatdrozzuk meg az f(x) = 5 + 2022 fiiggvény minimumértékét és helyét.
x

Megoldas. Mivel a fiiggvény paros, ezért elegendd x > 0 esetben keresni a megoldast.
(x> +2021)2
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a szamtani és mértani kozép kozotti osszefiiggést alkalmazva
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Az egyenlOség pontosan akkor all fenn, ha x = , amibdl x = +v/2021 kovetkezik.

Tehét a fliggvény lokdlis minimum helye x; = —v/2021, ill. x; = v/2021-nél van, s mindkét
helyen az értéke 10 106.

Osszesen:

Megjegyzés. A versenyzd vizsgélhatja a fiiggvényt példaul az alabbi médon is.
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Ekkor a megoldas elsé mondata sziikségtelen, az érte jaré 1 pont a kétféle minimumhely megal-
lapitdsahoz adando.

. Anna és Balazs a 10 x 10-es szorz6tablan a kovetkezd ,,jatékot” jatsszak:

e Anna kivalaszt egy fliggdleges sdvot (néhdny szomszédos oszlopot) a tdbldzatban, és a
benne szerepld szdmokat megszorozza (—1)-gyel, majd

e Balazs kivdlaszt egy vizszintes savot (néhdny szomszédos sort) a tdblazatban, és a benne
szerepl szdmokat megszorozza (—1)-gyel. (Igy bizonyos szamok akar kétszer is szorzéd-
nak (—1)-gyel.)

Ha példaul Anna az elsé harom oszlopot, mig Baldzs a negyedik sortdl a hetedik sorig ,,valaszt”,
akkor a modositott tdblazat szdmai:

7 pont
1 pont

1 pont
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1 pont
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1 pont

1 pont

7 pont



-1 -2 -3]| 4] 5| 6] 7| 8 9] 10
—2| -4 —6| 8| 10| 12| 14| 16| 18] 20
=3 —6|-9| 12| 15| 18| 21| 24| 27| 30
4| 8| 121-16—-20|—24|—28|—32|-36|—40

5| 10| 15|-20—25]|-30]—35|-40—45|-50

6| 12| 18|-24|-30|—36|—42|—48|-54|-60

7| 14| 21|-28|-35|-42|-49|-56|-63 |70
—8|—16|—24| 32| 40| 48| 56| 64| 72| 80
—9-18|-27| 36| 45| 54| 63| 72| 81| 90
—10|-20,—30] 40| 50| 60| 70| 80| 90100

(Anna és Balazs is csak egyszer valasztanak savot a ,,jaték” sordn.)

a) Lehetséges-e, hogy a kapott tablazat 100 darab szaméat 0sszeadva az 0sszeg 0?
b) Lehetséges-e, hogy a kapott tabldzat 100 darab szdmét 6sszeadva az 6sszeg 1?

Amennyiben a megoldas lehetséges, irjuk le a jaték 1épéseit is! 7 pont

Megoldas. a) 0 nem lehet a 100 szam Osszege a tdbldzatban, hiszen a tablazatban (el6jeltdl
fliggetleniil mindig) 5-5 = 25, azaz pdratlan darab paratlan szdm van. Viszont paratlan darab
paratlan szdm 6sszege mindig paratlan (és a paritdson nem valtoztat a tobbi paros szam Osszege). 3 pont

b) A tablazat elemeit (egyes celldit) ugy kaphatjuk, hogy az 1, 2, ..., 10 elemek mindegyikét
megszorozzuk az 1, 2, ..., 10 elemek mindegyikével. Mivel itt ezek Osszegét kell képezni, ezért
a tablazat elemeinek 0sszege az (1+2+...4+10)(1+2+...+10) szorzat eredménye lesz. Anna
¢és Baldzs e két tényez0 tagjainak eldjelét valtoztatjdk. Az 1 tobbféleképpen kijohet, példaul

e1=(28-27)>=(1+2+34+4+5+6-+7—8—9—10)% miatt ha az utolsé hiarom oszlopot
€s utols6 hdrom sort szorozzuk (—1)-gyel;

e illetve 2+3+4 45+ 6+ 7 =27 miatt, ha az ezeknek a szimoknak megfelel oszlopokat
és sorokat szorozzuk (—1)-gyel;

P

e illetve az el6z0 két ,,otlet keverésével”; példdul, ha a 8, 9, 10-es sorokat és 2, 3,4, 5, 6, 7-es
oszlopokat szorozzuk (—1)-gyel.

1| 2| 3] 4] 5| 6| 7| -8 -9-10
4, 6] 8| 10| 12| 14|-16|-18]-20
6| 9| 12| 15| 18| 21|-24|-27]-30
8| 12| 16| 20| 24| 28|-32|-36|—40

10| 15] 20| 25| 30| 35|-40|—45|-50

12] 18| 24| 30| 36| 42|-48|—-54|-60

7] 14| 21| 28| 35| 42| 49|-56|—-63|-70
—8|—-16|—24|-32|-40|—48 |-56| 64| 72| 80
—91-18]-27|-36|-45|-54|-63| 72| 81| 90

—10|—20{—30—40|-50|—60|—70| 80| 90{100
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Csak az els6 megoldas tablazata: 4 pont

A versenyzd barmilyen (akdr indoklds nélkiili) j61 kovethet6 helyes megolddsa 4 pontot ér.

Osszesen: 7 pont



4. Legyen O az ABCD négyzet CD oldalanak D-hez kozelebbi olyan belsé pontja, amelyre teljesiil,
hogy az O kozépponti OD sugart kor, valamint a B kozéppontu 2 - OD sugaru kor érinti egymast.
Az érintési pontban a két korhoz kozos érintdt hizunk. Hatarozzuk meg az érint6 négyzetbe esd
szakaszanak a négyzet oldaldhoz viszonyitott ardnyat! 7 pont

Megoldas. Tekintsiik a két kornek és az érintdnek a négyzetbe esd részét, és hasznaljuk az
alabbi 4bra jeloléseit. Legyen OD = r, a négyzet oldala pedig a. Mivel E koz0s érintési pontja a

koroknek, ezért O, E és B pontok egy egyenesre esnek, €s OB = 3r. 1 pont
D 0 C
G
E
F J
A B

Allitsunk F-b3l merdlegest BC-re, a talppontja legyen J. FJG/A = BCO/\, mert FJ = BC, mind-
kettd derékszogli és GFJ< = OBC<, mert merSleges szarti hegyesszogek.

FG BO 3r
Ezért FG = BO = 3r, k ttardny — = — = —. 2 t
zér r, azaz a Keresett ardny -~ = -~ = — pon
[rjuk fel a BCO derékszogii haromszog oldalaira Pitagorasz-tételt: (a — r)* +a* = (3r)>. 1 pont

A négyzetre emelések elvégzése, nulldra rendez€s, majd a kettdvel valé osztds utdn a kdovetkezd
egyenletet kapjuk: 4r* +ar—a* =0. 1 pont

2
Az egyenletet elosztva a® > 0-val, az " _ra masodfokd 4 <£> + T 1=0 egyenletet kapjuk,
a a

a
 —1+V1T

amelynek a megoldasa (1> = 1 pont
a’12 8
Figyelembe véve, hogy r is €s a is pozitiv, csak a pozitiv gyok lehetséges, ahonnan a keresett
3 3
ardny - = - (\/17— 1). | pont
a -
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy az érint biztosan a BC oldalt metszi, nem lehet, hogy a CD-t.
Tegyiik fel ugyanis, hogy mégis a CD oldal belsd L pontjdban metszi az érintd a négyzet hatarat,
€és haszndljuk az abra jeloléseit.
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Osszefliggést kapjuk. Mivel az OCB hiaromszog hasonlé OE L haromszoghoz (szogeik paronként

OE _ 2 2 2ar — 2
egyenldok), ezért — = —, azaz r _¢ r. Ebbdl rendezés utin x = Tt carma ,
OL OB a—r—x 3r r—a

317
8

Az OCB haromszogben a Pitagorasz-tételt felirva a fentiekkel azonosan ismét az r = a

amibe r-et behelyettesitve x = -a adddik, ami negativ.
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