Megoldasok és javitasi atmutato

1. Két parhuzamos egyenes mindegyikén primszdm darabszdmu pontot jeloltiink meg. A megje-
161t pontok — mint csicsok — dltal meghatarozott 6sszes négyszog szama kétszerese a megjelolt
pontok altal meghatarozott haromszogek szdménak. Hany pontot jeloltiink meg az egyeneseken? 7 pont

Megoldas. Legyen az egyik egyenesen megjelolt pontok szdma p, a masikon megjelolteké pe-
dig g.

A négyszogek esetén 2-2 pontot kell mindkét egyenesrdl valasztani, ezt (p) . (q) -féleképpen

2 2
tehetjiik meg. 1 pont
Haromszogek esetén 2 pontot kell az egyik és 1 pontot a masik egyenesrdl vdlasztani, ezt dssze-
sen (129) -q+ (Z) - p-féleképpen tehetjiilk meg. 1 pont

A feladat feltétele szerint

2((12’) g+ (;1) ,p> _ (g)(g) i 2,p(pg 1)q+2,q(q£ Dp _ p(pz— 1)@(612— D pont

pg-val osztva, majd rendezve a (p—1)(¢—1) —4(p—1) —4(q — 1) = 0 alakhoz jutunk, ami
rendezés utdn: pg—5p — 5¢+9 = 0. A bal oldalt szorzattd alakitva (p —5)(¢ —5) = 16 ad6dik. 2 pont

Mivel p és g pozitiv egészek, ezért p — 35, illetve g — 5 0sztdi 16-nak. A lehetdségek:

(p—5]q-5]p[a]

16 1 21|16
8 2 13 |7
4 4 919
—4 —4 1|1
(természetesen p €s g szerepe felcserélhetd) 1 pont
Mivel p és g primszamok, ezért az egyik egyenesen (mindegy, hogy melyiken) 13, a masikon
pedig 7 pont lett kijelolve. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Hény olyan pozitiv egészekbol all6 (x;y;z;u) szamnégyes van, amelyre teljesiil az aldbbi egyenlGség:
2¥ 42V 425 42U =203, 7 pont

1. megoldas. Mindkét oldalt 22023 a1 elosztva, az a = x — 2023, b =y —2023, ¢ = 7 — 2023 és
d = u—2023 jelolésekkel az egyenlet 2¢ + 20 42¢ 424 = 1 alakra hozhat6 (a, b, ¢, d egészek). 1 pont
Tegyiik fel, hogy a < b < ¢ <d. Lathaté,hogya=b=c=d = -2 (azazx=y=z=u=2021)
megoldas. 1 pont



Ha a bal oldalon nem minden tag 272, akkor 2¢ >272, de ez csak ugy lehet, ha d =—1 (és igy
u=2022).

Kivonva ezt a tagot mindkét oldalbdl azt kapjuk, hogy 2¢ + 26 42¢ =271 Tt csak ¢ = —2 (és
7=2021) lehet, mert ¢ < —3 esetén a bal oldal kisebb, ¢ > —1 esetén nagyobb, mint a jobb oldal.

A 2° tagot is kivonva marad 2¢ + 20 =272, Az el6z6hdz hasonléan lathato, hogy csak b = -3
(és igy y = 2020) a megfeleld, amibdl a = —3 (és igy x = 2020) is kovetkezik.

Most lassuk a megoldasok szamat!

a=b=c=d=-2,azazx =y =z7=u=2021, ez 1 lehet6ség,
illetvea=b=—-3,c=—-2,d=—1, azaz x =y = 2020, z = 2021, u = 2022 esetében valdjaban

4
X, y, z, u tetszdleges sorrendben lehet, ezek szdma < 2) -2-1=12.

Osszesen tehat 13 szimnégyes a megoldasa az egyenletnek.

1 pont
1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen:

2. megoldas. Tegyiik fel, hogy x <y <z<u, ahol u < 2022. Az egyenldségben szerepld szamok
2-es szamrendszerbeli alakjat egy tdblazatba irva:

L R2B e[ ] ] 20

2" 1/0(0{0(0/0]0]0]|O0
2f 1/0(0/0|0]0|0
2y 1001010
2% 11010

2] 1 JoJofoolo]o[o]o[0]o]

Ahhoz, hogy a fels6 4 szdm Osszege az alsé szdm, azaz 22023 legyen, sziikséges, hogy 2* osz-
lopdban 6sszesen paros sok (tehat 2 vagy 4 darab) 1-es legyen, mert csak igy lehet az alsé sor
megfeleld oszlopaban 0.

1. eset: 2* oszlopdban 2 db 1-es van (azaz y = x, de z > x). Ekkor PASE oszlopédba atkeriil egy
1-es maradék, ezért ott még egy 1-esnek kell lennie (azaz z = y+ 1). De akkor ugyanigy ebben
az oszlopban is képzddik egy 1-es maradék, ezért 2¥+2 oszlopédban is kell legyen egy 1-es (az-
az u = z+ 1). Végiil ennek a két 1-esnek az 6sszegébdl szarmazd 1-es maradék keriil at 22023
oszlopdba, azaz 2023 = u + 1. Osszefoglalva x = y = 2020,z = 2021, u = 2022.

2. eset: 2% oszlopdban 4 db 1-es van (azaz y = x = z = u). Ekkor y = x = z = u = 2021.

Még figyelembe kell venniink, hogy valdjaban x, y, z és u tetszdleges sorrendben lehet, ezért az

4
1. eset (2) -2-1 =12 lehetbség, Osszesen tehdt 13 kiilonbdzd szamnégyesre igaz az egyenldség.
Osszesen:
. A 4 egység oldali ABCD négyzet K kozéppontja koré egy 1 egység sugart kort irunk. Az A
csucsbol a korhoz hiazott egyik érintd a BC oldalt az M pontban metszi, az AD oldal F felez6-

pontjabdl a korhoz huzott egyik érintd pedig a DC oldalt az N pontban metszi. Az ABM vagy a
DF N haromszog teriilete a nagyobb?

7 pont

1 pont

1 pont

2 pont
1 pont

2 pont

7 pont

7 pont



Megoldas. Haszndljuk az aldbbi dbra jeloléseit! D X N C

Az AB oldal felez6pontja legyen S, a KS szakasz és az AM
szakasz metszéspontja legyen Q, az érintési pontok pedig
R és P. Az FKP haromszog derékszogl, az FK atfogd két- 2 P
szerese a PK befogoénak, ezért ez egy félszabalyos harom- 1
sz0g, tehdt o = 30°. A DFN hdromszog N csdcsndl 16v6 | @
szoge az o szog valtészoge, ezért ez a szog is o = 30°. 1 M
Ebbdl kovetkezik, hogy a DFN derékszogli haromszog is \ ,

félszabalyos haromszog, DN =x oldala a 2 egység hosszu- 0 R y
sagu F'D oldal \/§—szor0sa, azaz x=2+v/3. Azaz a DFN

haromszog teriilete 2+/3. A 5 KS 5 B

Az ABM héaromszog teriilete 2y, ezért a kérdés az, hogy az y a v/3-ndl kisebb vagy nagyobb.
Az ASQ haromszog és az ABM hiaromszog hasonldak (megfeleld szogeik egyallasuak), a hason-

16sdg aranya 1 : 2, ezért QS = %, igy KQ=2— %]

A KRQ és az ASQ haromszogek hasonléak (mindketté derékszogd, és a kozos Q cstcsndl 1€vo

KQ AM 2—35  \/y*+16

sgeik egyenldk, mivel csticsszogek). Ezért — = —— = .
SZOge1K €gyenlok, mivel CSucsszoge ) 7€ KR AB, azaz 1 4

Mindkét oldalt 4-gyel szorozva, négyzetre emelve, és O-ra rendezve kapjuk: 3y? —32y+48 = 0.
32+8V7 & 3287

6 6 '
32—-8V7  16—4V7

6 3
Azt kell mér csak eldonteni, hogy ez v/3-ndl kisebb-e vagy nagyobb. Vagy, ami ezzel egyenérté-
kii, hogy a 3y = 16 —4+/7 és a 3v/3 koziil melyik nagyobb. Ezt eldonthetjiik a 16 és a 3v/3+4/7
Osszehasonlitdsdval is (mivel mindkettd pozitiv, elég a négyzetiiket 6sszehasonlitani):

162 2 (3v/344V7)? <= 256 7139 +24V/21 <= 117 2 24V/21 <= 39 7 8V/21.

Mivel 39 = 1521 > 1344 = (8v/21)?, ezért 16 —4v/7 = 3y > 3V/3, tehdt y > /3.
Igy az ABM hiromszog teriilete nagyobb, mint a DFN haromszogé.

Az egyenlet diszkrimindnsa 448 = 64 -7, a gyokok

Az els6 gyok nagyobb, mint 4, ezért y =

Osszesen:

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont
7 pont
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