Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldjuk meg az
{4y} = {x}-{y}

egyenletet a valés szdmok halmazan, ahol {x} az x szdm tortrészét jeloli, vagyis {x} = x — [x],
ahol [x] az x-nél nem nagyobb egészek koziil a legnagyobb. 10 pont

Megoldas. Egy szam tortrésze mindig a [0,1) intervallumba esik. Két esetet kiilonboztetiink
meg aszerint, hogy {x} + {y} értéke 1-nél kisebb vagy legaldbb 1. 1 pont

l.eset: {x} +{y} < L.

Ekkor {x+y} = {x} + {y}, tehdt az egyenlet
{x} + {3} ={x}-{»}

alakban is irhato. 1 pont

Mindkét oldalhoz 1-et adva, az egyenletet rendezve és szorzattd alakitva:
(= —{y}) =1, 2 pont
A bal oldalon mindkét tényezd pozitiv €s legfeljebb 1, igy a szorzat pontosan akkor 1, ha mind-
egyikiik 1-gyel egyenld, azaz, ha {x} = {y} = 0. Ebben az esetben tehat pontosan akkor teljesiil
az egyenlet, ha x és y egészek. 2 pont

2.eset: {x} +{y} > L.

Ekkor {x+y} = {x} + {y} — I, tehat az egyenlet
(o +{v}—1={x}-{}

alakban is irhato. 1 pont

Az egyenletet rendezve és szorzattd alakitva:

(1={H (1 —{y}) =0

Mivel a bal oldalon mindkét tényezd pozitiv, nem kapunk megoldést. 2 pont
Tehat az egyenlet megoldésai az egész x, y szdmparok. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. Adottak a sikon az F, F, F3 és T pontok. Szerkesztend6 egy ABCD konvex négyszog, amelynek
AB, BC és CD oldalainak felezGpontjai rendre Fj, F, és F3, valamint AT D az AD oldal mint



atfogo folé kifelé emelt derékszogl, egyenld szart haromszog. Adjuk meg a szerkesztés 1€péseit,
illetve hogy mikor 1étezik ilyen konvex négyszog! 10 pont

Fs C

Megoldas. Az abran F, az AD oldal felezGpontjat jeloli. D
Vegyiik észre, hogy az Fi-re, F>-re és F3-ra vonatkozo ko-
zéppontos tiikrozés, majd a T pont koriili —90°-os forgatds
egymds utdn torténd elvégzésével az A pont képe onmaga T (-

lesz. AF 1 pont
Az A pont az egyetlen fixpont. / 1 pont
Mivel harom kozéppontos tiikkrozés szorzata kdzéppontos
titkkrozés €s az 4j kozéppont Fy, igy F F> F3F, paralelogram- F

1
ma. B 1 pont

Az F; kozéppont tiikrozés felbonthaté két egymdsra merdleges tengelyes tiikrozés szorzatdra. 1 pont

Legyen az egyik tengely a TF; egyenes. Ekkor a mdsik tengely az erre merdleges AD egyenes.
A T kozépponti —90°-os forgatas is felbonthat6 két tengelyes tiikkrozés szorzatdra. Legyen az
egyik tengely a T F4 egyenes, ekkor a mésik a TA egyenes kell legyen. 1 pont

Igy megkapjuk az A pontot az AD és a TA egyenes metszeteként, amelybdl a tobbi pont mér
tikkrozéssel konnyen megkaphato. 1 pont

Diszkusszio. Az F| F> F3F4 paralelogrammaval egybevago sati-
rozott paralelogramma —90°-kal F; koriil elforgatva adja azon
T pont helyét, amikor egy megoldds van. Ha T nincsen benne
az elforgatott, satirozott teriiletben, akkor nem létezik a fel-

adatbeli négyszog. F e 4 pont
4

Osszesen: 12 I8 10 pont
.Legyen n > 4 egész szam. Bizonyitsuk be, hogy minden A C {1,...,n} halmazhoz taldlhaté

olyan B C {n+1,...,2n} halmaz, amelyre az A U B halmaz elemeinek szorzata négyzetszam.

(Az iires halmaz elemeinek szorzata definici6 szerint 1.) 10 pont

Megoldas. Konstruktivan llitjuk el6 a B halmazt. Ehhez megadunk el6szor egy dltalanos elja-

rast, amelyrdl bebizonyitjuk, hogy az n # 8 esetben miikodik. Aztin az n = 8 esetet elintézziik

kiilon.

Legyen az A halmaz elemei szorzatdnak primtényezds felbontasa

M=2%.3%.5%.  .q%,
ahol az oy)-k nemnegativ egész szamok, g pedig a legnagyobb, n-et nem meghalad6 prim. 1 pont

Minden olyan 3 < p < g primhez, amelyre @, paratlan, irjuk el6, hogy a B halmaznak eleme

az egyetlen n < 2k p < 2n alakd szdm. Ezek nyilvdn mind kiilonb6z5k, és ezekkel a szorzatban
minden pdratlan prim kitevje paros lesz. 2 pont



Ha a 2 igy el64llo kitevdje paros, akkor készen vagyunk, a szorzat négyzetszdm. Ha nem paros,
akkor frjuk el8, hogy B-nek eleme valamelyik n < 2m?* < 2n alaki szam (ha létezik ilyen, erre
alabb visszatériink). Ez nyilvan kiilonbozik a korabbiaktdl (hiszen 2m? primtényzetss felbonta-
saban minden pératlan prim péros kitevével szerepel, mig a kordbban B-be valasztott szamok
primtényezds felbontdsdban van egy-egy pdratlan prim, amely pdratlan kitevdvel szerepel), és a
szorzatot nyilvan négyzetszamma teszi (hiszen 2m? primtényeztGs felbontisdban a 2 pératlan,
minden mas prim paros kitevével szerepel).

Az egyetlen kérdés tehat, hogy van-e ilyen n < 2m? < 2n szdm.

7 7z

A 2m? alakd szdmok sorozata a 18-t61 kezdve olyan, hogy minden eleme kisebb, mint az el6z6
kétszerese. Valdban: 2(m+1)? = 2m? +4m+2 < 4m> =2-2m? ham > 3 (a 2m® +4m+2 < 4m*
azzal ekvivalens, hogy m? > 2m+ 1, ami azzal, hogy (m — 1)2 > 2, ami m > 3-ra nyilvanvalo).
Kovetkezésképp, ha n > 9, akkor a legkisebb, n-et meghalad6 2m? alakid szdm legfeljebb 2n,

s

tehat 1étezik az el6irt tulajdonsaggal. Ha 4 < n <7, akkor a 2m* =8 megfelel6 valasztas.

Egyetlen szdlat kell még elvarrnunk, ez az n = 8 eset. Legyen 14 € B akkor és csak akkor,
ha 7 € A. Ezzel a 7 kitevGje rendben lesz. A tobbi prim, ami az A-beli szdmok szorzatdnak
primtényezGiként szerepelhet, a 2, a 3 és az 5. Konny( kézzel ellendrizni, hogy a {10,12,15}

halmaz alkalmas részhalmazainak primtényezds felbontdsa a
P y
2pz’1ros vagy pdratlan _ 3pa’1ros vagy pératlan Spéros vagy pératlan

minden lehet&ségét kimeritik, tehat a mar megkapott (és a 7 primet paros hatvanyon tartalmazo)
M vagy M - 14 szorzat négyzetszamma szorozhaté a {10, 12,15} alkalmas részhalmazdval.

Osszesen:

2 pont

2 pont

3 pont

10 pont
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