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Haladok 1. kategoéria 1. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hatarozzuk meg azokat az a, b, ¢ pozitiv primszdmokat, amelyekre teljesiil az aldbbi egyenlGség.

a®+ab+b*=c*+3 7 pont

Megoldas. Ha ¢ = 2, akkor a®> +ab+b*> = 7. Mivel a, b > 2, ezért a> +ab+b*> > 4+4+4 = 12,
azaz ¢ = 2 esetén nem kapunk megoldast. 2 pont

Ha ¢ > 2 és ¢ primszam, akkor ¢ pératlan, és igy 43 paros szam. 1 pont
a) Ha a és b is pératlan primszam, akkor a?, ab, b* és igy a® +ab+b? is paratlan szam, tehat
nem kapunk megoldést. 1 pont
b) Ha a és b koziil az egyik paros, a masik pdaratlan szam, akkor az a2, ab, b? szamok koziil
kett6 paros, egy pdratlan, igy a® +ab+b* osszegiik ismét paratlan szam. Igy most sem adddik

megoldas. 2 pont

¢) Ha a és b is paros primszam, akkor csak a = b = 2 lehet. Ekkor ¢> +3 =22 +4+2.2+4+22 =12

és igy ¢? =9 = ¢ =3. Tehit az egyenlet egyetlen megoldasaa =b =2; ¢ = 3. 1 pont

Osszesen: 7 pont
2. Egy egyenld oldali ABCDE 6tszogben AD = AC = BE. Szabalyos-e az 6tszog? 7 pont

1. megoldas. Hasznéljuk az dbrét és a jeloléseit. Ahhoz,
hogy az 6tszdg szabdlyossagat igazoljuk, elegendé megmu-
tatni, hogy egyenl6k a szogei.

Mivel megfeleld oldalaik egyenld hosszuak, ezért az ABC,
a DEA és az EAB haromszogek egybevagd egyenld szaru
haromszogek. A haromszogek alapon fekvé szdgei mind
egyenldk, ezt a hat szoget (BAC<t = BCA< = ... = EAD<)
a tovabbiakban o-val jeloljiik. 1 pont

7 2z

Tovabba az el6zGek miatt az 6tszog csicsaindl

A<(= BAE<) = B<(=ABC<) = E<(= DEA<)

is teljesiil. 1 pont
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Misteldl AD = AC miatt ADC is egyenld szard haromszog, azaz ADC< = ACD<, valamint
ADE < = ACB<{ = o miatt az 6tszog csucsainal C<((= BCD<) = D<((= CDE<). 1 pont

A BCDE négyszog szimmetrikus trapéz (alapjai CD, illetve BE), mivel a megfeleld cstcsndl 1évo
szogei B<-nél és E<(-nél a-val kisebbek, C<t-nél és D<1-nél pedig egyenldek az 6tszog ezeknél a

csticsokndl 1év szogeivel, és igy CBE<< = BED< és BCD<{ = CDE<. 1 pont
Mivel CD || BE, ezért CDB<t = DBE<, hiszen viltészogek. Jeloljiik ezt a szoget a tovabbiakban
B-val. Mivel BC = CD, ezért a BCD egyenl§ szart haromszogben is CBD<t = CDB<t = f3. 1 pont

Masfeldl, mivel megfelel oldalaik (AB = DE; BD = BD és AD = BE) megegyeznek, ezért ABD
és EDB haromszogek egybevagoak, és igy EDB<t = ABD<({ = o+ f3.

De akkor az 6tszogben: B<((= ABC<) = ABD<+CBD< = (a+B)+ B = o + 2B és
D<(=CDE<) =CDB<+BDE< =B+ (a+p) = o +2B. Azaz az 6tszogben B< = D<, és
igy a kordbbiak miatt az 6tszog valamennyi szoge ugyanakkora. 2 pont

Azaz az ABCDE 06tszog valdban szabdlyos.

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Jeloljikk az ismeretlen AC = AD = BE hosszisagot x-szel, az ugyancsak ismeretlen

AB = BC = CD = DE = EA hosszuiséagot y-nal. 1 pont
Ha x és y egy 1étezd 6tszog oldal- és dtléhossza, akkor 1étezik olyan hdromszog, amelynek oldalai

x, y és y hosszusdguak. 1 pont
Az x és y egyértelmiien meghatarozza az ABC egyenld szdri hdromszoget, 1 pont
ugyancsak egyértelmien megkaphat6 az ABE egyenld szaru haromszog, vagyis az E csucs, 1 pont
tovabba a szintén egyértelmiien kaphaté AED egyenld szard haromszog alapjan a D csucs is. 1 pont
Ezért az x és az y ismeretében az 6tszog egyértelmiien meghatarozott. 1 pont

Tekintettel arra, hogy az adott tulajdonsdgokkal (AC = AD = BE és AB=BC =CD = DE = EA)
a szabdlyos 0tszog rendelkezik, ezért az (x és y dltal egyértelmlien meghatarozott) ABCDE 6tszog
csakis az x oldalhosszisagu szabalyos 6tszog lehet. 1 pont

Osszesen: 7 pont

. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szdmok halmazan.

112425 =—6x+9 7 pont
Adjunk mindkét oldalhoz x*-et. Adédik x* — 10x* 425 = x> — 6x+9. 2 pont
Teljes négyzeteket kialakitva kapjuk: (x> —5)% = (x—3)%. 1 pont
Két eset lehetséges: ¥ —5=x-3 vagy x> —5=—x+3. 1 pont
~Hax’—5=x-3=x>—x—-2=0, ennek gyokei x; = —1 ésxp = 2. 1 pont

—14++/33 -1-+33

— Ha pedig X —5=—x+3=x>+x—8=0, ennek gyokei x3 = +T és xq = — 1 pont
Mivel étalakitasaink ekvivalensek voltak, mind a négy gyok kielégiti az egyenletet. (Az ekvivalens
atalakitdsokra val6 hivatkozds kivalthat6 a megoldasok leellendrzésével.) 1 pont
Osszesen: 7 pont



4. A sikon harom kor paronként kiviilrdl érinti egymast. Sugaruk 1, 2, illetve 3 egységnyi. Milyen
messze van a harom kor kozéppontja dltal meghatarozott haromszogbe irt kor kozéppontja a
haromszog cstcsaitol? 7 pont

Megoldas. Hasznéljuk mellékelt abrat.
Legyen a 3 egység sugaru kor kozéppontja A, a 2 egy- B

ség sugartié B és az 1 egység sugarié C, mig A, B'és N | 7
C' a korok pdronként vett érintkezési pontjai, amelyek
egyuttal az ABC hiaromszogbe irt kornek a haromszog ol- s
dalaival vett k6zos pontjai. Ekkor AB = (¢ =)3+2=5, - 4| _\ 'v,'f"
AC=(b=)3+1=4ésBC=(a=)2+1=3. 1 pont
Mivel a 3, 4, 5 pitagoraszi szamhdrmas, ezért az ABC
hdromszog (C-nél) derékszog. . A 1 pont

Az ismert képlet alapjan (vagy az A'CB'O négyzetet ész-
revéve) a derékszogli ABC haromszdgbe irhat6 kor sugara

_a+b—c 3+4-5
o2 2
megkaphato.) 1 pont
Azaz a beirt kor O kozéppontja 1 tdvol van valamennyi oldaltdl. 1 pont

r = 1. (Ez a kétféleképpen felirt 2t = a-b =r-(a+b+c) alapjan is

Mivel a beirt kor valamely oldallal vett érintési pontjdba hiizott sugar mer6leges az oldalra, a hat

darab OB'A, OAC/, ..., OCB' haromszdg mind olyan derékszdgli haromszog, amelynek egyik
befogéja egységnyi (mivel r = 1), mig a masik befogd valamelyik eredeti kor sugara, 1 pont
a beirt kor O kozéppontjanak a csticsoktdl vett tivolsiga pedig éppen az atfogé. Igy Pitagorasz

tételét haromszor alkalmazva a megfeleld derékszogti haromszogekre adédik, hogy OA = V10,

OB = /5 és OC = V/2 hosszii.

Azaz a beirt kor kozéppontja rendre \/ﬁ, V/5 és V/2 tévol van az A, B és C csucsoktol. 2 pont
Osszesen: 7 pont
5.Az{1;2;3;...;100} halmaznak hdny olyan hiromelem részhalmaza van, amelyben az elemek
Osszege 100? 7 pont
1. megoldas. — Ha a legkisebb kivalasztott szdm az 1, a masik kett6 6sszege 99, azaz a tovabbi
két szdmra a lehet6ségek a 2;97, a 3;96, ... és a 49;50 lehet, ami 48 lehetdség. 1 pont
— Ha a legkisebb kivalasztott szam a 2, akkor a masik kettd 0sszege 98, azaz a tovabbi két szaimra
a lehetOségek a 3;95, a 4;94, ... és a 48;50 lehet, ami 46 lehetség. 1 pont
— Ha a legkisebb kivélasztott szdm a 3, akkor a mésik kettd dsszege 97, azaz a tovabbi két szdmra
a lehetGségek a 4;93, az 5;92, ... és a 48;49, ami 45 lehet6ség. 1 pont
Lathatd, hogy a paritastdl fiiggden az esetek szama kettGvel, illetve eggyel csokken, amikor a
legkisebb kivélasztott szamot eggyel noveljiik. 2 pont
Az utolsé lehet6ség a 32; 33; 35. 1 pont
Tehat a valasz a feladat kérdésére
16-98
(48+46)+ (45+43)+...+(3+1)=94488+...+4 = 5 =784. 1 pont
Osszesen: 7 pont



2. megoldas. (Lehetséges a kovetkezd, kissé formdlisabb érvelés is.)

Legyenek k és m olyan pozitiv egészek, amelyekre k < k +m < 100 — (2k + m). Ekkor a
{k;k+m;100 — (2k +m)} egy megfeleld haromelem( részhalmaz, és minden megfelel$ részhal-
maz eld is dll ilyen alakban (ahol k a legkisebb elem, mig m a két kisebb elem kiilonbsége).

m .
, azaz m > 1 miatt

A k < 100 — (2k + m) feltételt k-ra rendezve azt kapjuk, hogy k < !
k <32.

A k+m < 100 — (2k + m) feltételt pedig m-re rendezve m < 50 — 1,5k adddik.

Vizsgéljunk meg néhdny esetet:

Ha k=1=m < 50— 1,5 = m < 48. Ezzel a kovetkezd halmazokat kapjuk: {1;49;50},

{1;48;51}, {1;47;52} , ..., {1;2;97}, ez 48 db megfelelé halmaz, mivel m ennyi kiilonbo-
z06 értéket vehet fel.

Hak=2=m<50—1,5-2= m <46. Ezzel a {2;48;50}, {2;47;51}, ..., {2;3;95} megfelel6
halmazokat kapjuk, ez 46 db.

Hak=3=m<50—1,5-3=m <45, innen a {3;48;49}, {3;47;50}, ..., {3;4;93}, halmazok
adddnak, ez 45 db.

Ezt tovéabb folytatva legutoljra azt az esetet kapjuk, amikor k =32 =m <50—-1,5-32 =m < 1,
ekkor az egyetlen megfeleld halmaz a {32;33;35}.

A nagysagrendi megkotések miatt a fenti halmazok mind kiilonbozdek.

Ahogyan k-t noveljiik egyesével, ugy a lehetséges m-ek szama (a becslésben szerepld —1,5 -k

miatt) felvéltva 1-gyel, illetve 2-vel csokken a megel6z0 esethez képest, vagyis a megfeleld

32-49
halmazok szama 48 +46 +45+434+424+40+394+...+4+3+1 = — = 784.

Osszesen:

99
3. megoldas. Jol ismert, és nem is nehéz belatni, hogy ha a sorrend is szamit, akkor ( ) )—féle

modon lehet a 100-at hdrom pozitiv egész szdm Osszegére bontani.

Mivel a 100-at harom egyforma szdmra nem lehet bontani, igy ebbdl azokat az eseteket kell
kivonni, amelyekben két egyforma szam van:

ez 49 - 3-féle lehetdség (mert a két egyforma szdm 49-féle lehet, és a lehetséges sorrendek
szama 3).

A megmaradé eseteket 6-szor szamoltuk, hiszen harom kiilonb6z6 szamnak hatféle sorrendje
lehetséges.

Igy a valasz:

99 9998
<2) P35 493 9949 49.3 96.49

=16-49 =784.

6 6 6 6
Osszesen:

1 pont
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7 pont
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