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Kezdok I11. kategoria 1. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABCD konvex négyszogben ABC<t = DAB<t = 45°, valamint AB = 7\/5, BC =4, DA = 3.
Hatarozzuk meg a CD oldal hosszit.

Megoldas. Abra:

Legyen az AD és BC félegyenesek metszéspontja E. Ek-
kor az ABE haromszogben

BEA< =180°—2-45° =90°.

Ebben az egyenld szari hdaromszégben a BE = EA =a
jelolést bevezetve, és a Pitagorasz-tételt alkalmazva
a® +a* = (7V2)%, amibdl a = 7 adédik. gy CE =
=BE —-BC=7—4=3éDE=AE—-AD=7-3=4.

Az ABE derékszogii hdromszogben szintén a Pitagorasz-tételt alkalmazva

CD =+/CE?>+ED?=+/324+42 =5,
Tehat a négyszog keresett oldaldnak hossza 5 egység.

Osszesen:

2. Legyenek x, y, z pozitiv valés szamok tgy, hogy x +y+ z = 2024. Bizonyitsuk be, hogy
VXY +xz+v/xy +yz+/xz+yz < 3036.

Megoldas. A szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenséget alkalmazva

T /—x(y+z) Sx—l—(;—l—z) _ 20224

Ugyanigy v/xy+yz < 1012 és /xz+ yz < 1012. Ezeket 6sszeadva adddik a bizonyitandé allités.

=1012.

Osszesen:

Megjegyzés. Az egyenlGség nem teljesiilhet, mivel az x = y+z, y = z+x, z = x + y feltételek a
pozitiv val6s szdmok halmazdan egyszerre nem éllhatnak fenn.
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3. Egy kavicsot helyeziink el a derékszogii koordindtarendszer (m,n) koordindtaju racspontjaba,
majd a kovetkezd jatékot jatsszuk. Ha a kavics az (x,y) pontban van, akkor dthelyezhetjiik az
(x—1L,y—1), (x+1,y+1), (11x,y) és (x, 11y) pontok valamelyikébe. Hatdrozzuk meg azokat az
(m,n) kezd&pontokat, ahonnan a kavicsot néhdany megengedett 1épéssel az origéba juttathatjuk.

Megoldas. Ha az els6 vagy a masodik tipusu 1épést alkalmazzuk, akkor m — n nem véltozik,
ha pedig a harmadik vagy a negyedik tipustit, akkor 10 tobbszorosével nd vagy csokken. Tehét
az m —n szam 10-es maradéka végig valtozatlan marad, igy ahhoz, hogy az origét elérjiik,
mindenképpen

m=n (mod 10)
kell, hogy teljesiiljon.

Most megmutatjuk, hogy ezekbdl a pontokbdl az origé mindig elérhetd. A szimmetria miatt
feltehetjiik, hogy m > n, legyen m = n+ 10k. A 1épések ismételt alkalmazdsaval

(m,n) — (m—n-+1,1) = (10k+1,1) > (10k+1,11) = (10(k— 1)+ 1,1)
(10(k—1)+1,1)— (10(k—1)+1,11) — (10(k—2) +1,1).
Ezt ismételve lathat6, hogy elérhetiink a (11, 1) pontba, ahonnan a
(11,1) — (11,11) = (0,0)
1épésekkel fejezziik be a konstrukciot.

Osszesen:

4. Legyenek a, b, c olyan pozitiv egész szamok, hogy egyik sem oszt6ja a masiknak, tovabba
ab—b+1 | abc+ 1. Bizonyitsuk be, hogy ¢ > b.
Megoldas. A feltételbdl kovetkezik, hogy
ab—b+1|abc+1—(ab—b+1)=abc—ab+b=b(ac—a+1).
Mivel b | ab — b, ezért (b,ab—b+1) =1, vagyisab—b+1|ac—a+ 1.

Haab—b+1=ac—a+1lenne, akkor a(c— 1) = b(a— 1). Mivel a, b és c koziil egyik sem osztja
a masikat, ezért a, b, ¢ > 1. Tovabba (a,a — 1) = 1 miatt ekkor a | b teljesiilne, ami ellentmondas.

Tehat ac —a+1 > 2ab — 2b + 2, amibdl
ac+2b>2ab+a+1=ab+ab+a+1>ab+2b+a+1>ab—+2b,
azaz ¢ > b.

Osszesen:
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5. Hosszabbitsuk meg az ABC hiaromszog CA oldalat A-n til AB-vel, a kapott pontot jeloljik D-
vel. Jelolje E a BAC< szogfelezjének és a BC oldalnak a metszéspontjat, és F az AE szakasz
felez6pontjat. CF és AB metszéspontjat jeloljik G-vel. Igazoljuk, hogy a D, E, G pontok egy
egyenesre esnek! 10 pont

1
Megoldas. Az ADB haromszog egyenls szérd, ezért ADB<( = 5(180o — BAD<). 1 pont

D

1
Mivel AE felezi CAB szbget, ezért CAE<{ = 5(180O — BAD<). 2 pont
Tehdt BD || AE, vagyis ADBE trapéz. 1 pont
Ismert, hogy egy trapéz alapjainak felez6pontja, a szarak metszéspontja (ha l1étezik) és az atlok
metszéspontja egy egyenesen vannak. 2 pont

Az ADBE trapéz esetén ez az egyenes a CF egyenes. Ez az AB atl6t a G pontban metszi, €s mivel
tartalmazza az atlok metszéspontjat is, ezért ez a metszéspont sziikségképpen a G pont lehet csak. 2 pont

Tehét a G rajta van a DE 4tlon, vagyis az allitast igazoltuk. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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