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1. Adott a sikon harom kilonbozé kor, &k, ky és kg, Kozéppontjaik és sugaraik legyenek
rendre O, Oy, Og, r, r1 és ro. Tegyiik fel, hogy £k belllrsl érinti ki-et az Fy pontban,
ko beliilrél érinti k-t az Fo 4 F) pontban, tovabba hogy az 0,0 egyenes merdleges az £ Fs
egyenesre. Fejezzik ki az r sugarat ri-gyel és ro-vel.

Megoldds. Legyen f az FjFEs-vel parhuzamos egyenes az O ponton at. Miutan az Fj FE;0
haromszog egyenld szara, f felezi az O-néal levé kiilss szoget. Az érintkezésrél szolo feltevések
miatt Oy az KO oldal O-n tili meghosszabbitasara esik, Os pedig az F50 oldal belsé pontja.
Ezért f az O10:0 haromszog belsé szogfelezdje az O cstcsnal. A merdlegességi feltevés
miatt f egvattal magassdgvonal is az 01020 haromszoghen. Ezért a haromszog egyenld
szart, 010 = 0,0, azaz ry — 7 =7 — rg. Tehat r = (ry + 13)/2. [l

2. Mutassuk meg, hogy

“mim—1{m—2) ... (m—k+ 1Dk
;( o —2) (b Dk

Elsé meqgoldds, Jelolje H azoknak az m hosszd sorozatoknak a halmazat, amelyek elemei
az 1,2,...,m szadmok kozil kerililnek ki. E sorozatok szdma m™. Megszamoljuk H elemeit
méstéleképpen is.

Jeldlje H, C H azoknak az (ay,...,a,) € H sorozatoknak a halmazat, amelyekben a
legelss ismétlédés a (k 4 1)-edik helyen jelentkezik. Masképp fogalmazva: ay,as,...,ax pa-
ronként kiilonbozd, de a4 megegyezik az elsé & tag valamelyikével. Ez értelmes akkor, ha
k=1,2,...,m — 1, ha pedig & = m, akkor H,, alljon azokbol a sorozatokboél, amelyek-
ben nincs ismétlddés, azaz minden tagjuk kiilonbozé., A Hp halmazok nyilvan paronként
diszjunktak, és unidjuk H.

Belatjuk, hogy Hj, elemszama m(m — 1){(m — 2)...(m — k + 1}km™ %=1, Valéban, az
ay szamot m-féleképpen valaszthatjuk, majd az as-t {m — 1)-féleképpen, és igy tovabb, az
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ar szamot (m — k + 1)-féleképpen. Ezutan ag,1-r6l azt kell megmondani, hogy az els6 k tag
koziil melyikkel egyezzen meg. Ez k-féleképpen lehetséges (ha k + 1 < m). A fennmarado
m —k—1 tag mindegyike tetszGleges, vagyis m-féle lehet. A képlet akkor is helyes eredményt
ad, amikor m = k, mert H,,-nek nyilvanvaléan m! eleme van.

Az el6z6ek alapjan

m" = Zm(m - 1)(m - 2) e (m —k+ 1)kmm—k—1 .
k=1
Ha mindkét oldalt m™-nel elosztjuk, akkor a jobb oldalon a feladatbeli 6sszeget kapjuk. [J

Az el6z6 megoldast a kovetkezdképpen is interpretalhatjuk. Jeldlje p, annak a valdszi-
niiségét, hogy egy sorozatban az els§ ismétlédés a (k + 1)-edik helyen torténik (p,, annak
a valoszintsége, hogy egyaltalan nincs ismétlédés). Ekkor a py valoszintiségek Osszege 1,
masrészt py értéke Hy elemszama osztva m'™-nel, ami a feladatbeli 6sszeg k-adik tagja.

A valoészintiségszamitasi megkozelitést a kovetkezs jaték is illusztralja. Egy zsdkban van
1 darab piros és m — 1 darab fehér goly6. A jaték sorén egyszerre mindig egy goly6t htzunk
(a golyok tapintasra megkiilonboztethetetlenek, a huzasok fiiggetlenek).

(1) Ha a kihazott goly6 piros, befejezziik a jatékot.

(2) Ha fehér, akkor eldobjuk, betesziink helyette a zsédkba egy pirosat, és folytatjuk.
Nyilvan 1 a valészintisége annak, hogy legkésébb az m-edik 1épésben pirosat hiizunk, hiszen
a fehér golyok ekkorra elfogynak. Masrészt annak a valoszintisége, hogy a jaték pontosan a
k-adik lépésben fejezddik be, éppen a feladatban szerepld Gsszeg k-adik tagja.

Masodik megoldas. Jelolje s a feladatban szerepld Gsszeg k-adik tagjat, és legyen
m(m—1)(m—2)...(m—k+1)
mk
hal <k <m+1 (azaz t; = 1 és ty1 = 0). Az si szamlalojaban a k = m — (m — k)
atalakitast az utolso tényezére végrehajtva azt kapjuk, hogy

Sk:m(m—l)(m—Z)...(m—k—i—l)m_m(m—1)(m—2)...(m—k+1)(m—k)’

ami éppen t, — t,1. FEzzel a feladatbeli Gsszeget ,teleszkopikussa” alakitottuk, értéke

(t1—to) + (ta —t3) + ..+t — tims1) = 11—ty -

Mivel t; =1 és t,,01 = 0, ezért a végeredmény 1. U

3. Tekintsiik azokat az n hosszisagu sorozatokat, amelyek mindegyik eleme 0 vagy 1. Két
ilyen sorozat Osszegén a tagonként modulo 2 végzett Osszeadéas eredményét értjik. Mely
pozitiv egész n szdmokra allithatok parba ezek a sorozatok tgy, hogy a péarok két tagjat
rendre dsszeadva 27! kiilonboz6 sorozatot kapjunk?

Megoldads. Az 1 hossza sorozatok esetében a 0 <— 1 parositas nyilvan megfelels. Ha n = 2,

akkor a harom lehetséges parba allitas egyike sem lesz jo, mert a négy lehetséges sorozat

Osszege az azonosan 0 sorozat, igy barmelyik parositas esetén a parok osszege azonos. Most

két konstrukciot adunk annak megmutatasara, hogy n > 3 esetén létezik megfelel§ parositas.
Az els6 megoldas parositasa a kovetkezd képlettel adhatd meg:

/
v = (ay,az,as,a4,...,0,-1,0) — V" = (ap_1,01 + ap_1,a2,a3,...,0, 2,1)
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(ahol a + jel modulo 2 6sszeadéast jelol). Mivel a O-ra és 1-re végz6dd sorozatok szama egyenld,
annak igazolasahoz, hogy parositast kaptunk, elegends belatni, hogy v # w esetén v' # w'.
Ezt gy mutatjuk meg, hogy v tagjaibél rekonstrualjuk v tagjait. Az nyilvanvalo, hogy

ap_1,02,0a3,...,a0,_ o rekonstrudlhato. Ha v’ els§ két tagjat Osszeadjuk, akkor megkapjuk
aj-et is.
Ennél a péarositasnal v+v' = (a3 +an_1,a0+ a1 +an_1,a3+as,as+as, ..., a1+ a,_2,1).

Ismét elegendé megmutatni, hogy a kapott sorozatbol v rekonstrualhatd. Az elsé két tag
Osszege as. Ekkor a harmadik taghol megkaphato as, a negyedikbdl a4, és igy tovabb, az
(n — 1)-edikbdl a,_;. Ennek ismeretében az els6 tag megadja a;-et is.

A masodik megoldas péarositésat rekurzioval adjuk meg. Ha n = 3, illetve ha n = 4,
akkor egy-egy lehetséges parositas a kovetkezd.

Lo [ v Joutw] [ v | v [ uitoe ]
(0,0,0) [ (1,1,1) [ (1,1,1) (0,0,0,0) | (1,1,1,1) [ (1,1,1,1)
(0,0,1) [(0,1,0) || (0,1,1) (1,1,0,0) [ (0,0,1,0) || (1,1,1,0)
(1,1,0) | (0,1,1) || (1,0,1) (1,0,1,0) [ (0,0,0,1) || (1,0,1,1)
(1,0,1) [ (1,0,0) || (0,0,1) (1,0,0,1) [ (0,1,0,0) || (1,1,0,1)
(0,1,0,1) | (1,1,0,1) |[ (1,0,0,0)
(1,0,0,0) | (1,1,1,0) [ (0,1,1,0)
(0,1,1,1) [ (1,0,1,1) || (1,1,0,0)
(0,1,1,0) [ (0,0,1,1) | (0,1,0,1)

Legyen n > 5, és rogzitsiik az n — 2 hosszi sorozatok egy megfelel§ parositédsat, melyben
a v sorozat parjat jelolje v'. Minden ilyen (v,v’) parban rogzitsik v és v sorrendjét, és
képezziik a (0,0,v), (0,1,v), (1,0,v), (1,1,v), illetve a (0,0,v"), (0,1,2"), (1,0,v"), (1,1,2")
sorozatokat. Igy minden n hosszt sorozatot pontosan egyszer kapunk meg, mert az els6 két
koordinata is és az utols6 n — 2 koordinata is egyméastol fliggetleniil tetszéleges lehet.

Igy az n hosszt sorozatokat nyolcelemi, diszjunkt csoportokba osztottuk. Egy-egy ilyen
csoporton beliil a péarositast a kdvetkezképpen adjuk meg:

’ Uy ‘ U2 H U1 + Uy ‘
(0,0,v) | (1,1,0") || (1,1,v+ )
(1,1,v) | (1,0,2") || (0,1,v+2")
(1,0,v) | (0,0,2") || (1,0,v + )
(0,1,v) | (0,1,2") || (0,0,v + )

Egy csoporton beliil a négy 6sszegsorozat paronként kiilonbozd, hiszen az elsé két tagjuk
megkiilonbozteti Gket. A kiilonb6z6 csoportokbol szarmazod Gsszegsorozatok pedig indukcids
feltevésiink alapjan utols6 n — 2 tagjuk koziil legalabb egyben kiilonbo6znek. 0

Megjegyzések.

(1) Megoldatlan az a probléma, hogy ha az n hosszt 0—1-sorozatokat tetszélegesen parba
allitjuk, akkor mik lehetnek a keletkezs Gsszegsorozatok (amelyek kozott ismétlgdése-
ket is megengediink). Nyilvanvalo sziikséges feltétel n > 2 esetén, hogy ezek Gsszege
az azonosan nulla sorozat legyen.
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(2) Ez a megjegyzés azoknak szol, akiknek vannak a kozépiskolai anyagon tulmend al-
gebrai ismereteik. Legyen W a Z, test feletti n — 1 magas oszlopvektorok halmaza.
Ekkor a feladatban szerepls sorozatokat irhatjuk (v, 0), illetve (v, 1) alakban, ahol v
az els6 n — 1 taghol képzett eleme W-nek. Tekintsiik a

(v,0) «— (Mwv,1)

megfeleltetést, ahol M egy (n—1) x (n—1)-es Zy feletti matrix. Az els6 megoldasban
megadott parositas is ebbe a tipusba tartozik. Ez a megfeleltetés akkor elégiti ki a
feladat feltételeit, ha M és M + E invertalhato Zo folott, azaz determinansuk nem
nulla. Ilyen maétrixokat linearis algebrai ismeretek birtokdban kénnyt konstrualni,
példaul megfelelnek azok, amelyek karakterisztikus polinomjanak nem gyoke sem
a 0, sem az 1. A megoldasban szereplé matrix karakterisztikus polinomja 2™ + x + 1.

Hasonlo, de még rovidebb megoldés a kovetkezs. Ismeretes, hogy W elemei egy T
testet alkotnak (egy alkalmas szorzasmiiveletre). Ha n > 3, akkor van olyan ¢, ami
T-nek nem a nulleleme és nem az egységeleme, hiszen T' elemszama ekkor nagyobb,
mint 2. Ezért a (v,0) «— (gv, 1) megfeleltetés kielégiti a feltételeket.





