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MATEMATIKA

II. KATEGORIA
(GIMNAZIUM)

Javitasi—értékelési itmutatd

1. Az 1,2, ...,4n szamokat be szeretnénk osztani n darab négyes csoportba gy, hogy
minden csoportban legyen olyan szdm, amelyik a masik harom szamtani kozepe.
Létrehozhatdk-e a csoportok, ha (a) n=4; (b) n =77

Megoldas: (a) A feladat feltétele azt jelenti, hogy minden csoportban van egy olyan

szam, amelyik a masik harom 0sszegének a harmada. 1 pont

Az 1, 2, ..., 16 szamok beoszthatdk a kivant mdédon négy csoportba. Mutatunk erre
egy lehetséges példat, minden négyesben aldhtizva azt a szamot, amelyik a masik harom
szamtani kozepe: (1,9,11,15), (2,10,12,16), (3,5,7,13) és (4,6,8,14). 2 pont

(b) Az n = 7 feltétel azt jelenti, hogy az 1, 2, ..., 28 szdmokat szeretnénk beosztani.
Ha sikeriil 1étrehozni a csoportokat, akkor minden csoportban a négy szam Osszege éppen
a szamtani kozepilik négyszerese lesz, igy minden csoportban a szamok Osszege oszthato
4-gyel. 2 pont

Ezek szerint az 1 + 2 + ... + 28 Osszegnek is oszthaténak kell lennie 4-gyel. Mésrészt

28 - 29
1+2+...+28=T:14-29:2-7-29,

ami nem oszthato 4-gyel, ezért nem lehet a csoportokat létrehozni. 2 pont

Osszesen 7 pont

2. Melyik a nagyobb szam: *’v/2018! vagy **v/2019! ?

Megoldas: Definiciojuk szerint mindkét szam pozitiv, ezért barmely pozitiv egész
kitevore emelve 6ket a nagysag szerinti relacidojuk nem valtozik meg. 1 pont
Emeljiik mindkét szamot a 2018 - 2019-ik hatvanyra:

( 201\8/2018!)

2018-2019 2018-2019

= (20181)21°, ( 2“("/2019!) — (20191218,

2 pont
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Mindkét szamot eloszthatjuk ugyanazzal a pozitiv szammal, nagysag szerinti relaciojuk
nem valtozik. 1 pont
Ha (2018!)29'8.nal osztunk, akkor a két szam értéke igy alakul:

(2018!)2019
(2018!)2018

(2019!)2018

= 2018!
" (2018!)2018

= 201928, 2 pont
Most mér kénnyti 0sszehasonlitani a két szamot, hiszen mindketté egy 2018 tényezos

szorzat. Az elsO szorzat minden tényezdje kisebb a masodik szorzat minden tényezdjénél,
tehat

2018! =1-2-...-2018 < 2019?28 {gy  *V/2018! < *V/2019!. 1 pont

Osszesen 7 pont

3. Egy kockéan kijeloliink egy cstcsot, legyen ez A. Innen indulunk és lépkediink a
csicsokon. Minden 1épésben egy szomszédos csicsba 1éptink, éppen 1/3 valdsziniiséggel
valasztva a harom lehet6ség kozil. (Két cstics akkor szomszédos, ha a kocka valamelyik
éle Gsszekoti Gket. )

Mennyi a valdszinlisége, hogy az 6todik 1épés utan az A-bdl induld testatlé mésik
végpontjaba jutunk?

Megoldas: Helyezziik a kockat a koordinata-rendszerbe tigy, hogy a kiindulasi cstcs az
origd legyen, a kocka élei pedig a tengelyekkel parhuzamosak legyenek. A lépegetésiinket
irjuk le oly médon, hogy minden 1épést az x, y, z tengelyek azon betiijével jelziink, amellyel
parhuzamosan éppen lépiink. Mivel minden csticsbol mind a harom irdnyba egy él indul,
ezért ez a leiras kolcsonosen egyértelmiien jelzi az utat.

Az 5 1épés igy egy b betlis jelsorozattal irhaté le. Mivel minden lépésben 1/3, azaz
egyenld valdszintiséggel valasztunk a harom lehetséges betii koziil, ezért a keresett valo-
szintiséget szamolhatjuk oly médon, hogy a testatld végpontjaba vezeto 5 1épéses utak
szamat osztjuk az Osszes 5 lépéses ut szamaval. 2 pont

Egy ut akkor vezet az origébdl induld testatld végpontjaba, ha két irdny egyszer, a
harmadik irany pedig haromszor szerepel, ami jeloléstiinkkel példaul igy nézhet ki: zaxyzz.

1 pont

A haromszor szereplo betli haromféle lehet, ennek helye az 5 betii kozt (2)210 — féle-

képpen valaszhtato, a maradék két helyre a kimaradt két bet{l kétféleképpen irhaté. Igy

a szamlaloba 3 - 10 - 2 keriil. 2 pont
Az osszes 6tlépéses 1t szdma 3%, hiszen minden betfi egyméstél fiiggetleniil haromféle
lehet. 1 pont
Ezek alapjan a keresett valoszintiség:
3-10-2 20
3 T3 1 pont

Osszesen 7 pont
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4. Az ABCD trapéz AB és C'D oldalai parhuzamosak, az atlok metszéspontjat jelolje
M. Tudjuk, hogy CB = AM és CD = BM, tovabba C' A a BC' D/ szogfelezbje.
Mekkora az ADC/?

Megoldas: Az alabbi dbrat haszndlva megmutatjuk, hogy az azonosan jelolt szogek
egyenlok. Legyen DCAZ = a és ABDZ = 3. A feladat szévege alapjan tudjuk, hogy
DCAZ = ACBZ. A trapéz AB és CD oldalai parhuzamosak, igy DCAZ = CAB/Z val-
toszogek. Azt kaptuk, hogy az ABC' haromszogben A-nal és C-nél levo szogek egyenlok,
igy AB = BC. 1 pont

Masrészt a feladat feltételei szerint CB = AM, tehat AM B egyenld szart harom-
szog, ABD/ = AMBZ. Mivel AMB/ = DMC/ csicsszogek és ABM/ = BDC/

valtoszogek, igy DM C' is egyenld szart haromszog, DC = MC. 1 pont
Ezt 0sszevetve a feladat szovegében szereplo C'D = BM feltétellel kapjuk, hogy BM =
MC ésigy ACBZ =CBMZ. 1 pont

Az AM B haromszog szogeit Osszegezve: a + 25 = 180°. Az ABC haromszog szogeit
Osszegezve 3a + [ = 180°. Tekintsitk a masodik egyenlet kétszeresét és ennek megfeleld
oldalaibdl vonjuk le az els6 egyenlet megfelel6 oldalait. Ebbdl 5o = 180°, amibol o = 36°
és B =T2°. 2 pont

Azt kaptuk, hogy 5 = 2a és ebbdl kapjuk, hogy DBC egyenl6 szarti haromszog,
DB = CB. Mivel CB = AB, ezért DB = AB, az ADB egyenl6 szari haromszog, a
szarak altal bezart szog 72°, tehat ADB/ = 54°. 1 pont

A feladatban kérdezett ADC'Z értékét most mar tudjuk:

ADC/ = ADBZ + BDC/ = 54° 4+ 72° = 126°. 1 pont

Osszesen 7 pont
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5. Mi lehet az a pozitiv egész szam, amelynek Osszesen 10 pozitiv osztéja van, ebbe
beleszamoltuk az 1-et és magat a szamot is, és ennek a tiz szamnak az 6sszege 343647

Megoldas: Ha az n pozitiv egész primtényezds felbontasa n = pi*-52 -... - pi*, akkor az

n pozitiv osztéinak szama
(al -+ 1) : ((12 + 1) e (ak + 1)

Mivel a feladatban szereplo szamnak 10 pozitiv osztdja van, ezért a keresett szam prim-

tényez6s felbontésa p°, vagy p; - pi. 1 pont
Ha p°, akkor az dsszes oszto Osszege 1+ p + p* + p® + ... + p°. Ennek értéke p = 2 és
p = 3 esetén kisebb, p > 5 esetén pedig nagyobb, mint 34364. 1 pont

A masik esetben az osztok Osszege
(1+ p1)(L+ pa + p3 + p3 + p3). 1 pont

A 34364-et szeretnénk két szam szorzataként felirni igy, hogy az egyik tényezo egy primnél
eggyel nagyobb legyen, a mésik tényez6 pedig 1 + py + p3 + p5 + p3 legyen. 1 pont

34364 = 2% - 11% - 71, osztéinak szdma az emlitett Osszefiiggés szerint 18. Mivel kétté-
nyezos szorzatként szeretnénk felirni, vehetjiik a 9 lehetséges osztopart:

1-34364 = 217182 =4-8591 = 11 - 3124 = 22 - 1562 =

=44-781 =71-484 =121 - 284 = 142 - 242. 1 pont

Az emlitett feltételeknek ezek koziil két felbontas felel meg. A 44 - 781 esetén p; = 43
és py = 5, igy a szam 43 - 625 = 26875. A masik a 121 - 284, ekkor p; = 283 és po = 3, a
szam pedig 283 - 81 = 22923. 2 pont

Osszesen 7 pont
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