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MATEMATIKA III. KATEGORIA
(a specidlis tanterv szerint haladé gimnazistak)

Javitasi-értékelési utmutato

Kérjik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzsk
szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden fel-
adatra csak egy helyes megoldésért jar a megfelel6 pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon
konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitasa
utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat nem
kell osztalyzattal mindsiteni. A pontszamok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoriaban versenyzd tanulok dolgozatait 12 ponttoél kell tovabbkiildeni az iskolék-
bol, kozvetleniil az OKTV Matematika III., Oktatéasi Hivatal, 1363 Budapest, Pf. 84. cimre.
A feltételeknek megfelel6 dolgozatok koziil azonban csak azok kiildheték tovabb, amelyek
tartalmazzak legalabb két feladat 1ényegében teljes (5—7 pontos) megoldéasat. Téjékoztata-
sul megjegyezziik, hogy a versenykiirds alapjan a versenybizottsag legfeljebb 50 versenyzét
juttathat be a dontébe.

A pontozasi atmutatoban nem szereplé mas helyes megoldas vagy megoldasrészlet esetén
az aranyos pontszamot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2019. november A versenybizottsag

1. feladat
Jeldlje d(n) azn > 0 egész szam pozitiv osztoinak a szdmat. Tegyiik fel, hogy d(k)? = d(k?).
Bizonyitsuk be, hogy alkalmas j > 0 egészre d(k) = 37.

Megoldas: Ha a k szam primtényezos felbontasa k = pi'ps? ... p%m akkor

dk) = (a1 +1)(aa + 1) ... (am + 1). (1 pont)
Ekkor k* primtényezés felbontasa k* = p{® ps®? ... piom  &s igy
d(k*) = (4a1 + 1)(4az + 1) ... (4ay, +1). (1 pont)
A d(k)? = d(k*) feltétel azzal egyenértéki, hogy
(a1 + 1D (az + 12 .. (g +1)? = (4doy + 1)(4an + 1) ... (4o, + 1). (%)

(1 pont)
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Az egyenlGség jobb oldala paratlan, igy a bal oldala is, ezért semelyik «; sem lehet paratlan.
(1 pont)
Ezért mindegyik «; legalabb 2, és ekkor
(i +1)? =a? +2a; + 1> 4a; + 1.

A (%) egyenlGség teljesiiléséhez itt minden i-re egyenldségnek kell allnia, ami csak az a; = 2

esetben lehetséges. (2 pont)
Tehat mindegyik «; = 2, és igy valoban d(k) = 3™. (1 pont)
2. feladat

A sikon egy szakasz kisérd savjanak nevezziik azt a két parhuzamos egyenes altal hatarolt
savot (az egyeneseket is hozzaértve), amelynek a kézépvonalan fekszik a szakasz, és amely-
nek a szélessége egyenlS a szakasz hosszéval. Bizonyitsuk be, hogy barmely sikbeli négy-
szoget lefedik a négy oldalszakaszahoz tartozé kisérg savok.

Els6 megoldas: A négy sav egylitt nyilvanvaléan lefedi az oldalszakaszokat, ezért elég
azt igazolni, hogy a négyszog belsejét is lefedik. Legyen tehat P az ABCD négyszog egy
tetszGleges belsé pontja. Megmutatjuk, hogy P benne van a négy kisérd sav koziil legalabb
az egyikben. (1 pont)
A P pontbél indul6 barmelyik félegyenesnek van kozos pontja a négyszognek legalabb
az egyik oldalaval, ezért az APB, BPC, CPD, DPA szogtartomanyok egyiitt lefedik a

P koriili teljesszoget. (1 pont)
Ezért APB<+ BPC<+ CPD<+ DPA< > 360°. (Konkav négyszog esetében itt szigoru
egyenl6tlenség is allhat.) (1 pont)
A négy szog kozott van tehat olyan, amely legalabb 90°-o0s, az altalanossag csorbitasa
nélkiil feltehetjiik példaul, hogy APB< > 90°. (1 pont)
Ekkor a P pontot lefedi az AB szakasz Thalész-kore, (2 pont)
amelyet pedig lefed az AB oldalhoz tartozo kisérd sav. (1 pont)

Masodik megoldas: El6szor belatjuk azt a segédallitast, hogy ha tetszélegesen kivalaszt-
juk egy haromszog két oldalat, akkor az ezekhez tartozo kisérg savok lefedik a haromszoget.
Ebbdl a feladat allitasa azonnal kovetkezik, hiszen barmely négyszognek van (legalabb egy)
olyan atloja, amely két haromszogre vagja, és ezekben a haromszogekben a négyszog két-
két oldalara alkalmazhatjuk a segédallitéast. (3 pont)

Legyen tehat adott egy haromszog és annak két oldala, a és b. Indirekt médon tegyiik
fel, hogy a haromszog valamely P pontjat nem fedik le az e két oldalhoz tartozo kisérd
savok. Ekkor P tavolsaga az a és b oldaltol a/2-nél, illetve b/2-nél nagyobb. Emiatt a P
pont ezekkel az oldalakkal olyan haromszdgeket feszit ki, amelyek teriilete a2 /4-nél, illetve
b? /4-nél nagyobb. (2 pont)
E két haromszog atfedés nélkiil benne fekszik az eredeti haromszégben, amelynek ezért a
teriilete nagyobb (a?+b2)/4-nél. Az a, b oldalt haromszdg teriilete viszont legfeljebb ab/2.
Ezzel ellentmondast kaptunk, hiszen a? + b > 2ab. (2 pont)

Megjegyzés: Ha a versenyzé csak konvex négyszog esetére ad megoldast, vagy ha a megoldasa
csak konvex négyszog esetében helyes, akkor a feladatra legfeljebb 6 pont adhatoé.
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3. feladat

A legalabb masodfoki, valos egyiitthatos p(x) = 2™ +a, 12" 1 +...+a1x+ag polinomnak
n darab valos gyoke van, amelyek mindegyike a (0, 1) nyilt intervallumba esik. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor ag + a1 + ...+ a,—o > 0.

Megoldas: Jelolje x1, %2, ..., 7, ap polinom n darab valos gyokét; ezekre tehat 0 < x; < 1
teljesiil. Mivel egy n-edfoku polinomnak legfeljebb n darab (valos) gyoke lehet, ezért p-nek
az el6bbieken kiviil nincs méas gyoke, igy p gyoktényezss alakja

plz) =(z—x1)(x —x2) ... (x — xp). (1 pont)

Vegyiik észre, hogy
ap+ai+...+ap—2 = (ap+a1+...+ap—o+ap_1+1)—1—a,_1 =p(l)—1—a,_1. (1 pont)
A gyoktényezss alakot a szorzasok elvégzésével kifejtve adodik, hogy az z"~! tag egyiitt-

hatoja —x1 — x9 — ... — x,, kovetkezésképpen a,,—1 = —x1 — 2 — ... — x,, (természetesen
hivatkozhatunk a Viéte-formulara is). (1 pont)

Ennek alapjan
agt+ar+...+apo=01—-x1)(1—22)...(1 —x,) —1+x1 + 22+ ...+ 2y,
igy a bizonyitand6 egyenl&tlenség az alabbi alakot 6lti:
(I—z1)(1—22)...(l—xp)>1—21 —22 — ... — Tp. (1 pont)

Ez utobbi egyenlGtlenséget n > 2-re teljes indukcioval igazoljuk.

Allapitsuk meg el6szor, hogy (1 —u)(1 —v) =1 —u —v +uv > 1 —u — v tetszéleges
u, v pozitiv szadmokra érvényes. Az u = x1, v = xo valasztassal ez rogtén az indukcio
kezddslépését adja.

Legyen k > 2 és tegyiik fel, hogy k-nal kisebb n-ekre mar bebizonyitottuk az egyenl&tlen-
séget. Ha adottak a (0,1)-beli z1, 2, ..., x) szamok, akkor az indukcios feltevés szerinti

(1—z1)1—22)...(1—ap—1)>1—21 —22 — ... — T
egyenlGtlenség mindkét oldalat a pozitiv 1 — xj kifejezéssel beszorozva kapjuk, hogy
I—z1)(1—22)...(1—ap) > —21—22— ... —xp—1)(1 — zp).

A jobb oldalon a fenti megéllapitast az u = x1 +x2+ ...+ xp_1 és v = x} valasztassal Gjra
alkalmazva a kivant egyenl6tlenséget kapjuk, és az indukcios bizonyitéas kész. (3 pont)
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4. feladat
Legyen p > 2 primszam. Hény olyan részhalmaza van a {0, 1,...,p— 1} halmaznak, amely
elemeinek az Gsszege oszthatd p-vel? (Az lires halmaz elemeinek 6sszegét 0-nak tekintjiik.)

Megoldas: Azt fogjuk bebizonyitani, hogy az Osszegek p-es maradéka ,majdnem egyen-
letesen” oszlik el: a nemnulla maradékokat ugyanannyiszor kapjuk meg, mig a 0 maradékot
ennél 2-vel t6bbszor. A megoldés soran végig modulo p szamolunk a halmaz elemeivel.

Tekintsiik az Osszes k tagnu Osszeget, ahol 1 < k < p — 1. Ha az Gsszes Osszeg Osszes tagjat
lecseréljitk a nala t-vel nagyobb szamra (modulo p értve, tehat példaul a p — ¢t szamot a
O-ra cseréljiik le minden elgfordulasanal), akkor visszakapjuk az Gsszes k tagu Osszeget,
csak mas sorrendben. (1 pont)

Mindegyik 0sszeg kt-vel novekedett, amibdl kovetkezik, hogy a 0 maradékot ugyanannyi
osszegnél kapjuk, mint (kt)-t (hiszen éppen az eredetileg 0 maradékot ado Gsszegekbdl lett
kt maradékot ado). A t érték tetszélegesen megvalaszthato. A 0, k, 2k, ..., (p—1)k szamok
p-es maradékai 0, 1,...,p— 1 valamilyen sorrendben, ezért az 6sszes maradék ugyanannyi-
szor all els. (Két {0,k,2k, ..., (p—1)k}-beli szam kiilonbsége (i—j)k alaka 0 < j < i < p—1
mellett, ami nem oszthaté p-vel, hiszen p {1 i — j és p t k. Tehat a maradékok valoban

paronként kiilonboznek.) (3 pont)
Ezzel megmutattuk, hogy barmely 1 < k < p — 1 mellett a k tagt 6sszegek kozétt mind a
p-féle maradék ugyanannyiszor all eld. (1 pont)
Ezeken kiviil még két dsszeg van, az iires halmazhoz tartozo 0 6sszeg és a {0,1,2,...,p—1}
halmazhoz tartozo @ Osszeg, ami szintén 0 maradékot ad. Vagyis az 1,2,...,p — 1
maradékokat ugyanannyiszor kapjuk, a 0 maradékot pedig 2-vel tobbszor. (1 pont)

Tehat a p-vel oszthato Gsszegek szdma

2P — 2 20 +2p — 2
+2:—|——p.

. p (1 pont)
Megjegyzés: Komplex szamok segitségével a feladat a kovetkezSképpen oldhatéo meg. Le-
gyen ¢ az egyik 1-t6] kiilonboz6 p-edik egységgyok. Az (1+1)(1+¢)(1+€2)...(1+eP71)
szorzatban a zarojeleket felbontva e-hatvanyok 6sszegét kapjuk. Felhasznalva, hogy P = 1,
minden kitevot lecserélhetiink a p-es maradékara, igy egy ag + aie + ...+ a,_1eP~ 1 alaku
osszeget kapunk, ahol ag, a1, ..., a,—1 éppen azt adja meg, hogy a széban forgéd dsszegekben
hanyszor kaptuk rendre a 0,1,...,p — 1 maradékot. (Az ugyanis, hogy k benne van-e a
halmazban, annak felel meg, hogy az (1 + €*) tényezébdl az 1-et vagy az c¥-t valasztjuk.)
Legyen q(z) = (z—1)(z—¢) ... (z—eP™1) = 2P—1. Ekkor (14+1)(1+¢)(1+&?)... (14+eP1) =
= (=1)Pq(—1) = —((—1)? — 1) = 2. Tehét (agp — 2) + a1e + ...+ a,_1eP~1 = 0, ami csak
gy lehet, ha ag —2 =a; = ... =ap_1, hiszen az 2P~! + ... + z + 1 polinom irreducibilis
(a racionalis szamtest felett), tehat a nemnulla maradékokat ugyanannyiszor kapjuk, a 0
maradékot pedig ennél 2-vel t6bbszor.

OKTYV 2019/2020 4 1. fordulo



Matematika III. kategoria

5. feladat

Legyen A, B, C, D négy kiillonb6z6 pont a térben. Tegyiik f6l, hogy az AB, BC, CD és DA
egyenesek érintenek egy gémbot az AB, BC, CD, DA szakaszok egy-egy bels§ pontjaban.
Bizonyitsuk be, hogy a négy érintési pont egy sikban van.

Els6 megoldas: Jeldlje az érintési pontokat az AB, BC, CD, DA szakaszokon rendre P,
Q, R, S. Feltehetjiik, hogy A, B, C, D nem fekszenek egy sikban, mert akkor P,Q, R, S is
ugyanebben a sikban van és nincs mit bizonyitani.

Az AP és AS szakaszok ugyanabbol az A pontbol a gombhoz huzott érintészakaszok, ezért
egyenldk, legyen a = AP = AS. Hasonl6 médon legyen b = BQ = BP, c = CR = C(Q és
d=DS = DR. (1 pont)
Ha a = ¢, akkor az ABC haromszog egyenls szart, és P, () szimmetrikusan elhelyezkedd
pontok a szarakon, ezért P(Q) parhuzamos AC-vel. Ugyanigy az ADC haromszogben RS
parhuzamos AC-vel. Tehat PQ és RS egyméssal is parhuzamosak, és igy a négy pont egy
sikban van. (2 pont)

Ha a # ¢, akkor az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy a < c¢. Meérjiik {6l
az a tavolsagot @ fel6l a QC szakaszra, és R fel6l az RC' szakaszra, igy az X, illetve YV
pontokat kapjuk, amelyek mindketten C-t6l ¢ — a tavolsagra vannak. Az ABX egyenls
szari haromszogben P és () szimmetrikusan elhelyezkedS pontok a szarakon, ezért AX
parhuzamos PQ-val. Ugyanilyen okbol az ADY haromszogben AY parhuzamos RS-sel,
valamint a QC R haromszogben XY parhuzamos ) R-rel. (2 pont)

Az A, X, Y pontok nincsenek egy egyenesen, mert akkor A, B, C, D egy sikban volna (még-
pedig a C' pontot és ezt az egyenest tartalmazo sikban). Tekintsiik azt az U sikot, amely
parhuzamos az AXY sikkal és a P ponton halad &4t. Az el6bbiek alapjan a PQ, QR,
RS szakaszok mindegyike parhuzamos az AXY sikkal, ezért ebbdl lépésrdl lépésre haladva
kovetkezik, hogy ezek a szakaszok — és igy P-vel egyiitt a @, R, .S pontok is — az U sikban
fekszenek. (2 pont)
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Masodik megoldas: Az els6 megoldashoz hasonléan vezessiik be a P, Q, R, S és a, b, c,
d jeloléseket. (1 pont)
Legyenek x, y, u, v rendre AB, BC, CD, DA iranyu egységvektorok. Az SAP egyenls
szard haromszoghdl kapjuk, hogy av 4+ ax = S?ﬁ A PBQ, QCR és RDS haromszogekbdl
hasonlé moédon bx + by = ]@, cy +cu = Cﬁ, du+dv = ﬁ adodik. Ezért

x+y+u+V:S—}>’/a+Cﬁl/c:@/b+lﬁ/d. (2 pont)

A }% + Cﬁ = ﬁ és ]ﬁ + ﬁ = ﬁ Osszefiiggéseket felhasznalva a masodik egyenlGség

atirhato a _P/a+ (PB—PO) /e = PO+ (PE - PR)/d

alakba. Ezt dtrendezve az
PR((1/c) + (1/d)) = PQ((1/) + (1/¢)) + PS((1/a) + (1/d))

egyenlséget kapjuk. (2 pont)

Mivel ¢ és d pozitiv szamok, ﬁ egyiitthat6ja nem nulla, és igy ﬁ felirhato I@ és ﬁ
alkalmas skalarszorosainak Osszegeként. Tehat R tényleg benne van a P, (), S pontok
sikjaban. (2 pont)

Megjegyzés: A feladat allitisa nem maradna igaz, ha megengednénk, hogy az érintési
pontok ne az AB, BC', C'D, DA szakaszok belsejébe, hanem csak azok egyenesére essenek.
Az igenls valasz ebben az esetben azon mulik, hogy paros sok (0, 2, vagy 4) van-e a
szakaszok kozott, ahol az érintési pont kiviilre esik.
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