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OKTATASI HIVATAL

Az 2020/2021. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
masodik fordulé

MATEMATIKA II. KATEGORIA
(GIMNAZIUM)

JAVITASI-ERTEKELESI UTMUTATO

1. feladat Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamok halmazan:

lgx+l1lgy+1gz =0,

I () w1 (V) 1 (2) =6
Y z x

lgz - 1g%(y2) +1gy - 1g”(z2) +1g 2 - g% (zy) = 0.
Megoldas: Az egyenletrendszer akkor értelmezett, ha x,y, z pozitiv valdés szamok.
1 pont
Legyen lgx = a, lgy = b, 1g 2z = c¢. A logaritmusos azonossagok felhasznalasaval az
egyenletrendszer igy alakul:

a+b+c=0, (1)
(a=b)*+(b—0)*+(c—a) =6, (2)
a(b+c)®> +blc+a)® +cla+b)* = 0. (3)
1 pont
Az (1) egyenletbdl ¢ = —(a + b), irjuk ezt be (2)-be. Rendezés utan:
a®+b*+ab=1. (4)
Most irjuk be ¢ = —(a + b)-t (3)-ba, rendezés utan kapjuk: ab(a + b) = 0. 2 pont

Ez utobbi szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezGje 0. Ha a = 0, akkor (4)-bél
b =1¢ésc=—b. Az (a,b,c) megoldasok a (0,1,—1) és a (0,—1,1). Ha b = 0, akkor a
megoldéasok az (1,0,—1) ésa (—1,0,1). Végiill a+b = 0 esetben a = —b, amibsl adodo

megoldasok az (1,—1,0) és a (—1,1,0). 2 pont
Az eredeti egyenletrendszer megoldésai ezek alapjan {z,y, z} = {10, 1, %} A meg-
oldasokat ellenérizziik, valoban mind a hat sorrend megfeleld. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Az a, b, c-vel felirt egyenletrendszer megoldasa torténhet masként is. A (2) egyenlet
atrendezve 2(a+b+c)?—6(ab+bc+ca) = 6 és igy (1) felhasznalasaval ab+bc+ca = —1.
1 pont

A (3) egyenlet bal oldalat kifejtve és (1)-et felhasznélva abc = 0 adodik. 1 pont
Megkaptuk a + b + ¢, ab + bc + ca és abe értékét, igy a gyokok és egyiitthatok
kozti Osszefiiggéseket felhasznalva felirhato a ¢ ismeretlenre az a harmadfoki egyenlet,
aminek gyokei éppen a,b,c, ez pedig a t2 —t = 0. Ennek gydkei a 0,1, —1. Mivel
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az egyenletrendszer a véaltozokban szimmetrikus, mind a hat féle lehetséges sorrend jo
megoldést ad. 2 pont

2. feladat Egy haromszog oldalai egy szamtani sorozat egymast kovetd elemei, a
legnagyobb szdge kétszerese a legkisebbnek. Hatarozza meg a haromszog oldalainak
hosszat, ha a teriilete 240 - V.

1. Megoldas: Legyenek a haromszog oldalai a < b < ¢, ahola =b—d és c=b+d.
A legkisebb szog az a oldallal szemkdozti «, a legnagyobb a c oldallal szemkdzti v = 2a.

1 pont
A szinusztétel miatt
b—d a sina sin «v sin « 1
= = = — = — = . 1 pont
b+d ¢ siny sin2a  2sinacosa 2cosa
i b it frjunk be a koszinusztételb
cos @ = ———, amit {rjunk be a koszinusztételbe:
b+d
b—d)?=0"+ (b+d)> —2b(b+d . 1 t
Ezt az egyenletet a pozitiv (b—d)-vel beszorozhatjuk, rendezziik és osztjuk a pozitiv
b-vel, igy b = 5d adodik. 1 pont
b+d 6d

Ebbél cosa =

3
20— d) = 2d = T Mivel 0 < a < 180° ezért sina > 0 és igy

sina = V1 —cos?2a = %. 1 pont

A feladat szovegében szerepel a haromszog teriilete, ezt most felhasznaljuk:

i 5d - 6d - YT
240'ﬁ:bcs1na: ey
2 2
Ennek pozitiv megoldésa a d = 8, amibdl a hdromszog oldalai a = b—d = bd —d = 32,
b =40 és c = 48. 2 pont
Osszesen: 7 pont

2. Megoldas: Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznaljuk. Legyen a C' csticsbol indulo
szogfelezs és az AB oldal metszéspontja D. A szogfelezGtétel miatt

b—d

BD = ——(b+d). 2 t
2b—d( +d) pon
A haromszog szogeire vonatkozo feltétel miatt ABC' és C'BD hasonléak, hiszen
BAC/=BCD/=«aés ACB/ =CDB/ = 2a. 1 pont

Irjuk fel a két haromszogben a leghosszabb és a legrévidebb oldal aranyat:
AB : BC = BC : BD. Ez utobbi osszefiiggésbe irjuk be a szogfelezd tételbdl kifejezett
BD-t:

AB b+d  b—d  BC
BC b—d %(b +d) BD’
Ezt rendezve és a pozitiv b-vel leosztva b = bd adodik. 2 pont

A haromszog oldalai tehat a = 4d, b = 5d, ¢ = 6d. A teriiletre vonatkoz6 Héron-
képlet:

1
240-\/7:\/3(3—@(5—(7)(3—0): ;d-;d-;d-;d.
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Ebbél d = 8, igy a haromszog oldalai a = 32, b = 40 és ¢ = 48. 2 pont
Osszesen: 7 pont

3. feladat Egy hat pontt teljes graf minden élét harom szin (piros, kék, zold) vala-
melyikével szinezziik. Tekintsiik elGszor a hat pontot és csak a piros éleket. Ezen graf
legtobb pontot tartalmaz6 komponensében, azaz 6sszefiiggd részében, a pontok szamat
jelolje p. Hasonlban kapjuk a k és z szamokat a méasik két szint tekintve. Példaul, ha a
csucsok A, B,C, D, E, F' és minden A-bol indulo él piros, a BC' és DFE él kék, a tobbi
pedig zold, akkor p =6, k =2, z = 5.

(a) Lehet-e, hogy p =k = z = 67

(b) Keressiink olyan szinezést, amelyre M = max(p, k, z) a lehetd legkisebb.

Megoldas: (a) Lehetséges, tobbféle ilyen szinezés készithets. Példaul legyenek a
piros élek: AB, BC, CD, DE, EF; a kék élek AC, CE, EB, BF, FD; a zold élek
AD, AE, AF, CF és BD. 2 pont

Megfigyelhetjiik, hogy mindhérom szin Gsszefiiggévé teszi a hat ponti grafot, ezért
mindegyikben legalabb 6t él szerepel. Mivel 6sszesen (6) = 15 él van, ezért mindegyik

2
szinbdl éppen 5 él lesz és mindegyik szin egy fagrafot alkot.

(b) Megmutatjuk, hogy M > 4, azaz minden szinezés esetén lesz a grafban va-
lamelyik szinbdl legalabb 4 ponti komponens. Tekintsiik az A pontot, ebbdl 6t él
indul. Ha ezek koziil legalabb harom azonos szinti, maris talaltunk legaldbb 4 ponti
komponenset. 1 pont

Ha nincs harom azonos szinti, akkor a szinek eloszlasa valamilyen sorrendben
2+42+1. Feltehets, hogy AB és AC piros, AD és AE kék, AF pedig zold. Tekint-
siik azon éleket, amelyek A piros és kék szomszédai kozt futnak (hat ilyen van, példaul
BD). Amennyiben egy ilyen ¢l piros, akkor lesz legalabb négy ponta piros komponens.
Ha kék, lesz legalabb négy ponta kék komponens. Ha mind a hat él zold, akkor a
B,C, D, E-t tartalmaz6 z0ld komponens legalabb 4 ponti. 2 pont

Meg kell még mutatnunk, hogy az M-re adott alsoé korlat nem javithato. Megadunk
egy olyan szinezést, amiben M = 4. Legyen az A, B, C, D pontok kozt futdé minden él
piros, tovabba az E'F él piros. Legyen EA, EB, FC, FD kék tovibba EC, ED, F A,
F'B z6ld. Ebben a grafban p =4, k = 2z = 3. 2 pont

Osszesen: 7 pont

4. feladat Legyen n pozitiv egész. Vegyiink 2n darab kiilonb6z6 primszamot, jelolje
szorzatukat L. Tekintsiik azon pozitiv egész a < b szamokat, amelyekre a oszt6ja b-nek
és b osztoja L-nek. Igazoljuk, hogy ezen (a,b) parok szama 5-tel oszthato.

Megoldas: Legyen L = pq - .... - pa,,, a p; prim kitevGje legyen a-ban «;, b-ben ;.
Amennyiben az a = b eseteket is megszamoljuk, akkor minden prim esetén a feladat
feltétele miatt a lehetséges («, ;) parok: (0,0), (0,1) és (1,1). Tehat harom lehetGség

van. 2 pont
Mivel 2n prim van és a kitevGket egymastol fliggetleniil valaszthatjuk, ekkor az
(a,b) parok szama 3%". 1 pont

Ebbél ki kell vonni azon parok szamat, ahol a = b. Minden i-re o; = f; és ér-
téke 0, vagy 1. Tehat két lehet&ség van. Most is a kitevSket egyméstol fiiggetleniil
valaszthatjuk, fgy az a = b parok szdma 22", 2 pont
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Felirjuk a feladat feltételeinek eleget tevé parok szamat és szorzatté alakitjuk:
32n o 22n — (32)71 - (22>n — (32 - 22)(32(7171) 4 32(TL72) . 22 I 32 X 22(7172) + 22(7171)).

1 pont
A szorzat elsé tényezGje 32 — 22 = 5, ezzel az allitést belattuk. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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