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OKTATASI HIVATAL

A 2022/2023. tanévi

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
els6 forduld

MATEMATIKA II. KATEGORIA
(gimnazium)
Javitasi-értékelési atmutato

1. feladat (a) Igazoljuk, hogy az
n = 2020% + 20212 + 20222 + 20232

szamot fel lehet irni harom négyzetszam oOsszegeként.
(b) Fel lehet-e irni n-et harom péaros szam négyzetének tsszegeként?

Megoldas: (a) Legyen a = 2020. Ekkor
n = 20207 4 2021% + 2022 + 2023° = a* + (a + 1)* + (a + 2)* + (a + 3)*. 2 pont
Ezt tovabb alakitva fel tudjuk irni n-et a kivant alakban:
n=4a>+12a + 14 = (4a®> + 12a+9) + 4+ 1 = (2a + 3)* + 2% + 1% 2 pont

(b) Kideriilt, hogy n = 4a* 4+ 12a+ 14 =4(a® + 3a + 3) + 2, tehat az n szam 4-es maradéka 2.
1 pont

Ha egy tetszdleges 2k paros szamot négyzetre emeliink, 4k?-et, azaz néggyel oszthato
szamot kapunk. Tehat harom paros négyzetszam Osszege is néggyel oszthato lesz, igy n nem

irhato fel a kivant alakban. 2 pont
Osszesen: 7 pont

2. feladat Hatarozzuk meg az alabbi Gsszeg pontos értékét (a nevezdkben levs kitevsk
egyesével novekednek —2022-t61 2022-ig):
1 1 1 1

1+ 2—2022 + 1+ 2—2021 + 1+ 2—2020 +oF 1+ 22022'

Megoldas: Parosaval adjuk Ossze azokat a tagokat, amelyekben a nevezében szerepld
kettGhatvany kitevGjének abszolut értéke azonos. 2 pont
Legyen b pozitiv egész, b < 2023:

! + ! 2 + ! 1 3 t
1+270 1420 1420 142P
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MATEMATIKA TII. kategoria Javitasi-értékelési utmutatod

A feladatban szereplé Osszeghben 2022 ilyen par van, tovabba egy olyan tort, aminek
nevezGjében a ketts kitevGje éppen 0. Igy az Osszeg értéke:

1

Osszesen: 7 pont

3. feladat Az ABCD téglalap BAD/ szogének szogfelezGje a BD atlot a P, a BC' oldal
egyenesét a () pontban metszi. A P ponton atmend, AB-vel parhuzamos egyenes az AC
atlot R pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy a QR egyenes meréleges a BD atlora.

Megoldas: Felhasznaljuk, hogy minden haromszégben a harom magassagvonal egyenese
a magassagponton megy at. Megmutatjuk, hogy R a BP( haromszdg magassagpontja.

Q

Mivel ABCD téglalap, igy szomszédos oldalai merélegesek egymaéasra. Ezért az AB-vel
parhuzamos PR egyenes merdleges a BC egyenesre. Igy PR a BP(Q haromszog P-bél induld
magagassagvonaldnak egyenese. 1 pont

Az ABCD téglalap és az AB-vel parhuzamos PR egyenes is szimmetrikus az AB szakasz
felezémerdlegesére. Tiikrozziik erre a felezGmerdlegesre a P pontot, legyen képe P’. Mivel P
rajta van a BD &atlon, ezért P’ rajta van BD tiikorképén, azaz AC-n. Masrészt P rajta van
az AB-vel parhuzamos PR egyenesen, ezért P’ is rajta van ezen az egyenesen. Azt kaptuk,
hogy P’ a PR egyenes és AC' metszéspontja, azaz P’ = R. 2 pont

Az AB felez6merélegesére tiikrozve AP képe BP' = BR és igy BR az ABC'/ szogfe-
lezGje. Mivel az ABCD téglalap minden szdge derékszog, ezért a szomszédos csticsoknal
levé AP és BR szigfelezk egymasra merslegesek. Igy BR a BPQ haromszog B-bél induld
magassagvonalanak egyenese. 2 pont

PR és BR a BP(Q) haromszog két magassagvonala, ezek a magassagpontban metszik
egymast, ezért R a BP() haromszog magassagpontja. Tehat ()R a harmadik magassagvonal
egyenese, ami pedig mer6leges a BP-re, ami éppen a BD atlo egyenese. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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MATEMATIKA TII. kategoria Javitasi-értékelési utmutatod

A feladatra sokféle megoldas adhat6. Amennyiben a versenyzé koordinatageometriaval
dolgozik, pontozas a kovetkezs: a téglalap csiicsainak elhelyezése 1 pont; AP egyenese 1
pont; P pont meghatarozasa 1 pont; () pont meghatarozasa 1 pont; R pont meghatarozasa
1 pont; QR és BD egyenesek mer6legesek 2 pont.

4. feladat A p valos paraméter mely értékei esetén van az alabbi egyenletnek valos megol-
dasa?
.4 4 - 6 6 _
sin® z + cos” x + p(sin® x + cos’ x) =1

Megoldas: Hasznaljuk ki, hogy sin?z + cos?z = 1 és végezziik el az alabbi atalakita-
sokat:

4 2 2 2

sin* 2 + cos* r = (sin® x 4 cos® z)? — 2sin® z - cos?’ x = 1 — 2sin’ - cos? 1 pont

tovabba

6

sin® x + cos® x = (sin®z + cos® z)* — 3sin* x - cos® z — 3sin®z - cos’ ¥ =

=1—3sin?z - cos® x(sin®z + cos® ) = 1 — 3sin® x - cos® . 1 pont

Igy az egyenlet:
1 —2sin’x - cos®x + p(1 — 3sin*z - cos® z) = 1,
atalakitva
(3p +2)sin*z - cos® z = p. 1 pont

Ha p = —%, akkor a bal oldal 0, a jobb pedig nem, tehat ekkor nincs megoldas. A tovabbi-
akban p # —%, igy oszthatunk a 3p + 2 tényezével:

p
3p+2

sin?z - cos?x =

A 2sin x cos z = sin 2z azonossag felhasznélasaval a kapott egyenlet atalakithato:

4p

sin’ 2z = .
3p+2

1 pont

Mivel a szinuszfiiggvény értékkészlete a [—1; 1], ennek akkor és csak akkor van megoldasa,
ha

4p

O§3p+2§1. 1 pont
A bal oldali egyenl6tlenség megoldasahoz vizsgéljuk meg a szamléalo és a nevezd elGjelét:

0 <4p, ha 0 < pilletve 0 < 3p+ 2, ha —% < p tehat ennek megoldésa a p < —% és 0 < p.
A jobb oldali egyenl6tlenséget atrendezve 3;1% — 1 < 0, kozos nevezére hozva és az
iméntihez hasonld vizsgalatot végezve, a —% < p < 2 megoldéshoz jutunk. 1 pont
A két egyenl6tlenség megoldasanak kozos része a kittizott feladat kérdésére a valasz, azaz
0 < p <2 esetén van az egyenletnek valos megoldasa. 1 pont

Osszesen: 7 pont.

A fentitdl eltérs gondolatmenet esetén 1 pont adhato, ha a versenyzd meghataroz legalabb
egy, de véges sok olyan p értéket, amire van valés megoldas. Ha értékkészlet vizsgalatot
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MATEMATIKA TII. kategoria Javitasi-értékelési utmutatod

végezve kizarja a p < 0 esetet 2 pontot kap, ugyanigy a 2 < p kizarasaért 2 pontot kap. A
teljes megoldas természetesen mas gondolatmenet esetén is 7 pontot ér.

5. feladat Bergengocidban minden év pontosan 365 napbdl &ll. A bergengbcok kedvenc
mozijaban egy jatékot ajanlanak a nézéknek. Az egyesével, sorban beérkezé nézék meg-
mondjék a sziiletésnapjukat (honap és nap). Aki elsének mond olyan idépontot, ami mar
elhangzott, annak visszatéritik a jegy arat. Hanyadikként érdemes beallni a sorba, hogy
ennek legnagyobb legyen a valoszintisége?

Megoldas: Jeldlje p, annak valoszintiségét, hogy a sorban n-edik néz6 kapja vissza a
jegy arat. Nyilvan az els6 nézével ez nem fordulhat els, ezért p;—0. 1 pont
Az év tetszéleges gapjét tekintve 3%5 annak a valészintisége, hogy éppen aznap van valaki-
nek a sziiletésnapja. Igy p, meghatarozasiahoz hasznalhatjuk a klasszikus modellt, a kedvezd
esetek szamat osztjuk az Osszes eset szamaval. Ez p, esetén azt jelenti, hogy az els6 nézé
365-féle napot mondhat, a méasodik pont ugyanezt mondja; az dsszes eset pedig 3652, hiszen
egymastol fiiggetleniil mindkettsjiik sziiletésnapja 365-féle lehet. Igy p, = 336655’2. 1 pont

Most meghatarozzuk p,, értékét altalanosan. Azok a kedvezé esetek, amikor az els6 n — 1
nap kiilonb6z6, az n-edik pedig ezek koziil valamelyik. Az elsé sziiletésnap lehet 365-féle,
a masodik az els6tdl kiilonbozs 364-féle és igy tovabb mindig az el6zénél eggyel kevesebb
lehetGséggel egészen 365 — (n — 2)-féle. Végiil az n-edik a korabban elhangzott n — 1 nap
valamelyike lehet.

Az Gsszes eset a fiiggetlenség miatt 365", igy

365364 .- (365 — (n—2)) - (n— 1)

Dn 3657 1 pont
Vizsgaljuk meg, mikor lesz p, < p,i1:
365-364-...- (367 —n) - (n—1) - 365364 - ... (367 —n) - (366 —n)-n
365 3657 +1 '
Ezt rendezve
365 (n —1) < (366 —n)-n, amibsl n? —n — 365 < 0. 2 pont

A kapott masodfokt egyenlétlenség megoldésa egy tizedesjegyre kerekitve
—18,6 < n < 19,6.

Ezek szerint pyy még nagyobb, mint pig, de utdna mar minden kovetkezé kisebb az el6zénél.

1 pont
A sorba huszadikként érdemes beallni, ekkor kapjuk vissza a legnagyobb val6szintiséggel
a jegy arat. 1 pont

Osszesen: 7 pont.
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