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MATEMATIKA II. KATEGÓRIA
(gimnázium)

Javítási-értékelési útmutató

1. feladat (a) Igazoljuk, hogy az

n = 20202 + 20212 + 20222 + 20232

számot fel lehet írni három négyzetszám összegeként.
(b) Fel lehet-e írni n-et három páros szám négyzetének összegeként?

Megoldás: (a) Legyen a = 2020. Ekkor

n = 20202 + 20212 + 20222 + 20232 = a2 + (a+ 1)2 + (a+ 2)2 + (a+ 3)2. 2 pont

Ezt tovább alakítva fel tudjuk írni n-et a kívánt alakban:

n = 4a2 + 12a+ 14 = (4a2 + 12a+ 9) + 4 + 1 = (2a+ 3)2 + 22 + 12. 2 pont

(b) Kiderült, hogy n = 4a2+12a+14 =4(a2+3a+3)+2, tehát az n szám 4-es maradéka 2.
1 pont

Ha egy tetsz®leges 2k páros számot négyzetre emelünk, 4k2-et, azaz néggyel osztható
számot kapunk. Tehát három páros négyzetszám összege is néggyel osztható lesz, így n nem
írható fel a kívánt alakban. 2 pont

Összesen: 7 pont

2. feladat Határozzuk meg az alábbi összeg pontos értékét (a nevez®kben lev® kitev®k
egyesével növekednek −2022-t®l 2022-ig):

1

1 + 2−2022
+

1

1 + 2−2021
+

1

1 + 2−2020
+ ...+

1

1 + 22022
.

Megoldás: Párosával adjuk össze azokat a tagokat, amelyekben a nevez®ben szerepl®
kett®hatvány kitev®jének abszolút értéke azonos. 2 pont

Legyen b pozitív egész, b < 2023:

1

1 + 2−b
+

1

1 + 2b
=

2b

1 + 2b
+

1

1 + 2b
= 1. 3 pont
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A feladatban szerepl® összegben 2022 ilyen pár van, továbbá egy olyan tört, aminek
nevez®jében a kett® kitev®je éppen 0. Így az összeg értéke:

2022 +
1

1 + 20
= 2022, 5. 2 pont

Összesen: 7 pont

3. feladat Az ABCD téglalap BAD 6 szögének szögfelez®je a BD átlót a P , a BC oldal
egyenesét a Q pontban metszi. A P ponton átmen®, AB-vel párhuzamos egyenes az AC
átlót R pontban metszi. Bizonyítsuk be, hogy a QR egyenes mer®leges a BD átlóra.

Megoldás: Felhasználjuk, hogy minden háromszögben a három magasságvonal egyenese
a magasságponton megy át. Megmutatjuk, hogy R a BPQ háromszög magasságpontja.

Mivel ABCD téglalap, így szomszédos oldalai mer®legesek egymásra. Ezért az AB-vel
párhuzamos PR egyenes mer®leges a BC egyenesre. Így PR a BPQ háromszög P -b®l induló
magagasságvonalának egyenese. 1 pont

Az ABCD téglalap és az AB-vel párhuzamos PR egyenes is szimmetrikus az AB szakasz
felez®mer®legesére. Tükrözzük erre a felez®mer®legesre a P pontot, legyen képe P ′. Mivel P
rajta van a BD átlón, ezért P ′ rajta van BD tükörképén, azaz AC-n. Másrészt P rajta van
az AB-vel párhuzamos PR egyenesen, ezért P ′ is rajta van ezen az egyenesen. Azt kaptuk,
hogy P ′ a PR egyenes és AC metszéspontja, azaz P ′ = R. 2 pont

Az AB felez®mer®legesére tükrözve AP képe BP ′ = BR és így BR az ABC 6 szögfe-
lez®je. Mivel az ABCD téglalap minden szöge derékszög, ezért a szomszédos csúcsoknál
lev® AP és BR szögfelez®k egymásra mer®legesek. Így BR a BPQ háromszög B-b®l induló
magasságvonalának egyenese. 2 pont

PR és BR a BPQ háromszög két magasságvonala, ezek a magasságpontban metszik
egymást, ezért R a BPQ háromszög magasságpontja. Tehát QR a harmadik magasságvonal
egyenese, ami pedig mer®leges a BP -re, ami éppen a BD átló egyenese. 2 pont

Összesen: 7 pont
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A feladatra sokféle megoldás adható. Amennyiben a versenyz® koordinátageometriával
dolgozik, pontozás a következ®: a téglalap csúcsainak elhelyezése 1 pont; AP egyenese 1
pont; P pont meghatározása 1 pont; Q pont meghatározása 1 pont; R pont meghatározása
1 pont; QR és BD egyenesek mer®legesek 2 pont.

4. feladat A p valós paraméter mely értékei esetén van az alábbi egyenletnek valós megol-
dása?

sin4 x+ cos4 x+ p(sin6 x+ cos6 x) = 1

Megoldás: Használjuk ki, hogy sin2 x + cos2 x = 1 és végezzük el az alábbi átalakítá-
sokat:

sin4 x+ cos4 x = (sin2 x+ cos2 x)2 − 2 sin2 x · cos2 x = 1− 2 sin2 x · cos2 x, 1 pont

továbbá

sin6 x+ cos6 x = (sin2 x+ cos2 x)3 − 3 sin4 x · cos2 x− 3 sin2 x · cos4 x =

= 1− 3 sin2 x · cos2 x(sin2 x+ cos2 x) = 1− 3 sin2 x · cos2 x. 1 pont

Így az egyenlet:
1− 2 sin2 x · cos2 x+ p(1− 3 sin2 x · cos2 x) = 1,

átalakítva
(3p+ 2) sin2 x · cos2 x = p. 1 pont

Ha p = −2
3
, akkor a bal oldal 0, a jobb pedig nem, tehát ekkor nincs megoldás. A további-

akban p 6= −2
3
, így oszthatunk a 3p+ 2 tényez®vel:

sin2 x · cos2 x =
p

3p+ 2
.

A 2 sinx cosx = sin 2x azonosság felhasználásával a kapott egyenlet átalakítható:

sin2 2x =
4p

3p+ 2
. 1 pont

Mivel a szinuszfüggvény értékkészlete a [−1; 1], ennek akkor és csak akkor van megoldása,
ha

0 ≤ 4p

3p+ 2
≤ 1. 1 pont

A bal oldali egyenl®tlenség megoldásához vizsgáljuk meg a számláló és a nevez® el®jelét:
0 ≤ 4p, ha 0 ≤ p illetve 0 ≤ 3p+ 2, ha −2

3
≤ p tehát ennek megoldása a p < −2

3
és 0 ≤ p.

A jobb oldali egyenl®tlenséget átrendezve 4p
3p+2

− 1 ≤ 0, közös nevez®re hozva és az
iméntihez hasonló vizsgálatot végezve, a −2

3
< p ≤ 2 megoldáshoz jutunk. 1 pont

A két egyenl®tlenség megoldásának közös része a kit¶zött feladat kérdésére a válasz, azaz
0 ≤ p ≤ 2 esetén van az egyenletnek valós megoldása. 1 pont

Összesen: 7 pont.

A fentit®l eltér® gondolatmenet esetén 1 pont adható, ha a versenyz® meghatároz legalább
egy, de véges sok olyan p értéket, amire van valós megoldás. Ha értékkészlet vizsgálatot
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végezve kizárja a p < 0 esetet 2 pontot kap, ugyanígy a 2 < p kizárásáért 2 pontot kap. A
teljes megoldás természetesen más gondolatmenet esetén is 7 pontot ér.

5. feladat Bergengóciában minden év pontosan 365 napból áll. A bergengócok kedvenc
mozijában egy játékot ajánlanak a néz®knek. Az egyesével, sorban beérkez® néz®k meg-
mondják a születésnapjukat (hónap és nap). Aki els®nek mond olyan id®pontot, ami már
elhangzott, annak visszatérítik a jegy árát. Hányadikként érdemes beállni a sorba, hogy
ennek legnagyobb legyen a valószín¶sége?

Megoldás: Jelölje pn annak valószín¶ségét, hogy a sorban n-edik néz® kapja vissza a
jegy árát. Nyilván az els® néz®vel ez nem fordulhat el®, ezért p1=0. 1 pont

Az év tetsz®leges napját tekintve 1
365

annak a valószín¶sége, hogy éppen aznap van valaki-
nek a születésnapja. Így pn meghatározásához használhatjuk a klasszikus modellt, a kedvez®
esetek számát osztjuk az összes eset számával. Ez p2 esetén azt jelenti, hogy az els® néz®
365-féle napot mondhat, a második pont ugyanezt mondja; az összes eset pedig 3652, hiszen
egymástól függetlenül mindkett®jük születésnapja 365-féle lehet. Így p2 =

365
3652

. 1 pont
Most meghatározzuk pn értékét általánosan. Azok a kedvez® esetek, amikor az els® n−1

nap különböz®, az n-edik pedig ezek közül valamelyik. Az els® születésnap lehet 365-féle,
a második az els®t®l különböz® 364-féle és így tovább mindig az el®z®nél eggyel kevesebb
lehet®séggel egészen 365 − (n − 2)-féle. Végül az n-edik a korábban elhangzott n − 1 nap
valamelyike lehet.

Az összes eset a függetlenség miatt 365n, így

pn =
365 · 364 · ... · (365− (n− 2)) · (n− 1)

365n
. 1 pont

Vizsgáljuk meg, mikor lesz pn < pn+1:

365 · 364 · ... · (367− n) · (n− 1)

365n
<

365 · 364 · ... · (367− n) · (366− n) · n
365n+1

.

Ezt rendezve

365 · (n− 1) < (366− n) · n, amib®l n2 − n− 365 < 0. 2 pont

A kapott másodfokú egyenl®tlenség megoldása egy tizedesjegyre kerekítve

−18, 6 < n < 19, 6.

Ezek szerint p20 még nagyobb, mint p19, de utána már minden következ® kisebb az el®z®nél.
1 pont

A sorba huszadikként érdemes beállni, ekkor kapjuk vissza a legnagyobb valószín¶séggel
a jegy árát. 1 pont

Összesen: 7 pont.
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