X
7

9
patin

r{iﬁ.m.v
poo[o[oog
(LTI

AT ]
OKTATASI HIVATAL

A 2022/2023. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
masodik fordulé

MATEMATIKA II. KATEGORIA
(gimnazium)
Javitasi-értékelési atmutato

1. feladat Az z, y, z, t valos szamok mindegyike eleme a [0; 2] intervallumnak. Igazoljuk,

hogy
z2—t)+y2—z)+z22—-y)+t(2—-2) <8

Megoldas: Legyen ABC'D egy 2 egység oldalhosszisagi, vagyis 4 egység teriiletii négy-
zet. Az AB, BC' CD és DA szakaszokon tgy vessziik fel rendre a P, (), R és S pontokat,
3 pont

hogy AP =2, BQ =y, CR =2z és DS =1 legyen.
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A feladatban szereplé egyenlGtlenség mindkét oldalat 2-vel osztva a kovetkezs alakot

kapjuk:
x2—1t) y2-2z) z2z2-y) t2-2=2)
<4.
2 * 2 + 2 * 2 -
Ebben az egyenlGtlenséghen éppen az abrankon szerepl§ teriiletek vannak, a négyzet csticsa-
inal taldlhatoé haromszogek teriilete egyiitt sem lehet nagyobb a négyzet teriileténél:
3 pont

Taps +Tpor +Tcrg + Tpsr < Tapcp-

1 pont

Ebbdl az is kideriil, hogy egyenlGség két esetben lehet, ha x = 2 =2 és y =t = 0, vagy
Osszesen: 7 pont

r=z=06ésy=1t=2.
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MATEMATIKA TII. kategoria Javitasi-értékelési utmutatod

2. feladat Egy n tagu tarsasag tagjai paronként ismerik, vagy nem ismerik egymast. Mind-
két esetben ez legyen kolcsonds. Szeretnénk koziiliik négy embert leiiltetni egy kerek asztal
koré ugy, hogy a szomszédok vagy mind ismerGsok legyenek, vagy egyik szomszédpar se
ismerje egymast. Mely n értékre vallalhatjuk, hogy biztosan létre tudunk hozni ilyen asztal-
tarsasagot akkor, ha nem is ismerjiik el6re a tarsasagban levs ismerettségi viszonyokat?

Megoldas: A megoldast grafok segitségével irjuk le, legyenek az emberek a graf pontjai.
Két embert tekintve a nekik megfelel pontok kozé hiizzunk piros élt, ha ismerik egymaést,
kiilonben pedig zoldet. Igy az n ponti teljes graf minden élét kiszinezziik. Ebben a grafban
keresiink négy pontta kort, amelynek mind a négy éle azonos szin.

Ha n < 5, akkor nem feltétleniil lesz ilyen kor. Legyenek a graf pontjai egy szabéalyos
OtszOg cstcsai, az élek pirosak, az atlok zoldek. Ebben a grafban, illetve n < 5 esetén
barmely részgrafjaban, nincs 4 ponta kor azonos szint élekbdl. 2 pont

Ha n > 5, akkor biztosan lesz ilyen kor. Vegyiink a grafbol hat pontot és az altaluk
kifeszitett részgrafot. Ebben a grafban (g) = 15 él van, ezért valamelyik szinbé6l legalabb 8
él lesz. Feltehetd, hogy ez a piros. 1 pont

Mivel a piros ¢leknek legaldbb 16 vége van, lesz olyan pont, amibdl legalabb harom piros
él indul. Legyen P az a pont, amelybdl a legtobb piros él indul. A P-vel piros éllel 6sszekotott
pontok alkossédk az A, a tébbiek a B csoportot. 2 pont

Vegyiik szamba a piros éleket és szamoljuk meg hanyan lehetnek, ha nincs piros éld 4
pontt kér. Ha A-ban k pont van (k > 2), akkor P-bél indul k& darab; minden B belib6l
legfeljebb egy piros él mehet az A beliekhez; az A részgrafon beliil nem indulhat egy csticsbol
két piros él; B-n beliil egyetlen él lehet, az is csak akkor, ha &k = 3. A piros élek szama ezen
szempontok szerint Osszegezve k = 3 esetén 3+2+1+1, k = 4 esetén 44142, végil &k = 5
esetén H5+0+2. Mivel ezek mindegyike kisebb, mint 8, biztosan lesz megfelel6 kér. 2 pont

Osszesen: 7 pont

3. feladat Tekintsiink egy korbe irt ABCDEF konvex hatszoget. Igazoljuk, hogy az AD,
BE és C'F atlok akkor és csak akkor illeszkednek egy pontra, ha

AB CD EF _

BC DE FA _“

Megoldas: Tegyiik fel el6szor, hogy a feladatban emlitett atlok egy P pontra illesz-
kednek. A keriileti szogek tétele miatt az dbran lathato PAF és PC'D haromszogek szogei
megegyeznek, igy a hdromszégek hasonlok. Ezért CD : FA= PD : PF. 1 pont

Két tovabbi hasonlé haromszogpéarbol ugyanigy adodik, hogy EF : BC = PF : PB ¢és
AB: DE = PB: PD. A harom egyenlet megfelel6 oldalainak 6sszeszorzasaval adodik, hogy

AB CD FEF

BC DE FA

Térjiink ra a mésik iranyra. Tegyiik fel, teljesiil a feladatban szerepld osszefiiggés. Legyen

P az AD és BE egyenesek metszéspontja, tovibba C'P egyenes metszéspontja a korrel a G
pont. A megoldés elsé része alapjan az ABC' D EG hatszog oldalaira teljestiil, hogy

AB CD EG
BC DE GA

1. 3 pont

1.
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MATEMATIKA TII. kategoria Javitasi-értékelési utmutatod

Ezt Osszevetve az ABC' DEF hatszogre teljsiilg feltétellel: EF : FA = EG : GA. Az EFA
és FG A haromszogek hasonlok, hiszen az EFA/ = EGA/, a szoget bezard két oldal aranya
pedig azonos. Mivel az emlitett szoggel szemkozti EA oldal kozos, ezért a két haromszog
egybevagd. Mivel az aranybol kdvetkezGen a két haromszog koriiljarasa is azonos, ezért ez
csak F' = (G esetén teljesiilhet. 3 pont

Osszesen: 7 pont

4. feladat Melyik az a legnagyobb z egész szam, amelyre 417 4 41020 1 4% négyzetszam?
Megoldas: Megmutatjuk, hogy a megoldas x = 2022, ekkor
417 | 41020 | 42022 _ (917 | 92022y2 1 pont
Tegyiik fel, hogy x > 2022, a kifejezés mégis négyzetszam. Ekkor
417 + 41020 4 4% — 417(1 4 41003 4 433—17)'

Mivel 417 négyzetszam, ezért 1 + 41003 4 47=17 jg a7, 3 pont
Viszont
] 4 41008 4 ga—17 5 (92-1Ty2
1 4 41003 + 4‘2717 Z (1 4 21‘717)2 -1 4 _'_2$716 4 4;6717
22006 > 21716
amibdl 2022 > z. Ellentmondésra jutottunk, tehat a kitlizott feladat kérdésére a valasz:

r = 2022. 3 pont
Osszesen: 7 pont
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