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Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
dontd fordulo

MATEMATIKA II. KATEGORIA
(gimnazium)
Javitasi-értékelési itmutato

1. feladat Igazoljuk, hogy végtelen sok pozitiv egész (a;b; c) szamharmasra teljesiil, hogy

a n b\ (c
2 2)  \2)
[gaz-e, hogy végtelen sok olyan szamharmasra is teljesiil, ahol a < b < ¢ < 2a ?

Megoldas: A feladatban szerepld (Z) alakkal megadott szadmok az tgynevezett harom-
szO0gszamok, amelyekre

1+2—|—...+(n—1):<g> (1)

Ezt szem elGtt tartva azonnal adodik végtelen sokféle megoldas példaul olyan médon, ha
a (1) bal oldalan olyan osszeadas &ll, ahol az utolsé tag maga is haromszogszam. Azaz

a

valasztunk egy a > 3 pozitiv egészt, legyen (2) =c—1ésc=b+ 1. Igy végtelen sokféle

megoldas példaul:
(a;b;¢) = (a; (g); (g) + 1) a=3,4,5,...

A feladatban szereplé masodik kérdésre igen a vilasz, megadhaté végtelen sok megoldas.
Konnyen ellenérizhets az alabbi azonossag:

<3d+1> N <4d+2> _ <5d+2> Q=123 .
2 2 2

Az ebben szerepls (a;b;c) = (3d + 1;4d + 2;5d + 2) értékekre pedig valoban teljesiil, hogy
3d+1 < 4d+2<5d+2 < 2(3d+1) = 6d + 2. 5 pont
Osszesen: 7 pont

2 pont
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MATEMATIKA TII. kategoria Javitasi-értékelési utmutatod

2. feladat Az XY ZV téglalap XY oldalan van 7 kiilonboz6 pont, A, B, C, D, E, F és
G ebben a sorrendben. A szemkozti ZV oldalon is van 7 kiilonb6z6 pont ezeket valamilyen
sorrendben az 1,2,...,7 szamok jelolik. Osszekotjiik az A-t és az 1-es pontot, a B-t és a 2-es
pontot, ..., a G-t és a T-es pontot kékkel. Igy 7 kék szakaszt kaptunk, amelyek a téglalap
szemkozti oldalai kézott futnak.

(a) Hany sorrendje lehet a szamozott pontoknak, ha minden kék szakaszt ugyanannyi
masik kék szakasz metszi?

(b) Tegyiik fel, hogy a pontok elhelyezkedése olyan, hogy harom kék szakasz nem metszi
egymést ugyanabban a pontban. Hany olyan sorrendje van a szamozott pontoknak, amikor
a kék szakaszoknak Gsszesen 7 metszéspontja van?

Megoldas: Vegyiik a szdmozott pontok valamely sorrendjét V-t6l Z felé haladva az
alabbi abra szerint: példaul 3421756. Vizsgéljunk meg egy kék szakaszt, tekintsiik a B2-t.
Ezt akkor metszi egy masik, ha a szakasz végén all6 szam a 2-nél nagyobb és a szam a 2
el6tt van a sorrendben (ilyen a C3 és a D4), vagy kisebb 2-nél és a 2 utén kovetkezik (ilyen
az Al). 1 pont

Ezek alapjan a megadott sorrendben 7 metszéspont lesz. Van négy szam, amelyekbdl
indul6 szakaszok konnyen attekintheték: a sorrendben az els6, példankban a 3, ez a leirtak
alapjan két szakaszt metsz. Hasonl6 modon a sorrendben az utolsé, példankban az 6, ezt
egy masik metszi. A masik két szam az 1 és a 7. Az Al szakaszt harom masik metszi, hiszen
az 1 a negyedik helyen van, mig a G7 szakaszt kett6 masik metszi, hiszen a 7 utdn még két
szam kovetkezik. A tovabbiakban ezen szempontok alapjan vizsgaljuk a szamozott pontok
sorrendjét.

(a) Tekintsiik azt a grafot, amelynek pontjai a betiis pontok, él pedig akkor fut két bet
kozott, ha a beléliik indulo kék szakaszok metszik egymast. FEz egy 7 pontt graf, amelyben a
fokszamok Gsszege paros kell legyen. Az (a) részben megadott feltétel szerint minden fokszam
azonos, tehat csak paros lehet. Végignézziik, mi lehet a kiilonb6z6 esetekben a szamozott
pontok sorrendje. Ha minden fokszdm 0, ehhez egy sorrend tartozik, az 1234567. Ha minden
fokszam 6, akkor a hozza tartozé egyetlen megfelels sorrend a 7654321. Eddig két megfelels
sorrendet talaltunk. 1 pont
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MATEMATIKA TII. kategoria Javitasi-értékelési utmutatod

Ha minden fokszam 2, akkor a legelsé pont a 3, a harmadik pont az 1, az 6t6dik pont
a 7 és az utolsé pont az b, tehat igy allunk: 3plg7r5. A p nem lehet a 6. Ha ¢ = 6, akkor
p=2ésr =4, 1igy a sorrend 3216745. Ha r = 6, akkor p = 4 és ¢ = 2, a sorrend 3412765.
Ebben az esetben tjabb két sorrendet kaptunk. 1 pont

Ha egy sorrendhez tartozo grafot vizsgalunk, majd tekintjiik a a szdmokat éppen a for-
ditott sorrendben, az ehhez tartozo graf éppen az el6z6 komplementere. Ezért ha minden
fokszam 4, az éppen azon esetek komplementere, ahol minden fokszam 2, igy ezekbdl is kettd
van.

Osszesen tehat hat olyan sorrend van, ahol minden kék szakaszt ugyanannyi masik kék
metsz. 1 pont

(b) A feladatban 7 pont szerepel, ennek mintajara tekinthetjiik azt, hogy n pontunk van
két-két szemkozti oldalon. Legyen f(n;k) a szamozott 1,2,...,n pontok azon sorrendjeinek
szama, amelyekben éppen k darab metszéspont van. Ha k = 0, akkor minden pozitiv egész
n-re f(n;0) = 1, és ez az egy sorrend éppen az 1,2,3,...,n. Ha barmely két szamozott ponthoz

tartozo kék szakasz metszi egymast, akkor (g) metszéspont jon 1étre, az ehhez tartozo sorrend

az n,n — 1,...,2,1. Igy f(n; (g)) =1 és ha (g) < k, akkor f(n;k) = 0. Ha k negativ egész,
akkor a fiiggvény értéke mindig 0. 1 pont

Az f(n; k) fliggvény értékeit n = 1,2 esetén a leirtak meghatarozzak. A tovabbiakban a
fiiggvény értékét rekurzivan kaphatjuk meg. Tegyiik fel, hogy egy adott n értékre mér minden
egész k-ra ismerjiik a fiiggvény értékét. Ebbdl megkaphatjuk f(n + 1, k) értékét: a szerint
nézziik a szamozott pontok sorrendjeit, hogy az 1 hanyadik helyen 4ll. Ha az els6, akkor a
hozza tartozo6 kék szakaszon 0 metszéspont van, a tobbi pont megfelel6 sorrendjeinek szama
f(n; k). Ha az 1 a masodik helyen &ll, akkor a hozzé tartozo kék szakaszon egy metszéspont
van, a tobbi szam megfelel§ sorrendjeinek szama ezért f(n;k — 1). Ennek mintajara ha az
1 a t-ik helyen all, akkor a hozza tartozo kék szakaszon ¢ — 1 metszéspont van, a tobbi szam
megfelel6 sorrendjeinek szama ezért f(n;k — (t — 1)). Formélisan leirva:

n

fn—i—lk:ank:—z 1 pont

=0

Ezen rekurzi6 segitségével kitolthetjiik az alabbi tablazatot, a tablazat elsé soraban ta-
laljuk £ értékét, az els6 oszlopban pedig n értékét, a tovabbi megfelel§ cellakban a fiiggvény
értéke all.

o123 1|4] 5 6 7
111(0]/0]0]0] O 0 0
21111010 10] 0 0 0
31112211100 0 0
4111356 |5 3 1 0
501149 ([15]20] 22 | 20 | 15
6151412949 | 71 | 90 | 101
711162049 |98 | 169 | 259 | 359
A feladatban kérdezett sorrendek szama 359. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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3. feladat Bizonyitsuk be, hogy az 1, xa, ..., Xo923 kiilénb0z6 pozitiv egészekre teljesiil az
alabbi egyenlGtlenség, tovabba hatarozzuk meg, mikor lesz egyenlGség.

3 X5 e s+ O] A+ TG A Boggg > 20 (2] 35+ e+ T5093)

Megoldas: Indexeljiik gy a valtozokat, hogy az index névekedésével a valtozok értéke is
novekedjen. Legyen a valtozok szama n. Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy a megfelels
allitas mindn pozitiv egész n esetén igaz. Kezdd lépés: 2% + 27 > 2. (23)? = 228, A
feladat szdvege szerint z; pozitiv, ezért oszthatunk x3-nel. Ekvivalens dtrendezéssel kapjuk:
(r; — 1)% > 0. Ez az egyenl6tlenség mindig teljesiil, egyenldség egyetlen esetben lehetséges,
ha r; = 1. 1 pont

Indukcios lépés: tegyiik fel, hogy az allitas igaz n-re, ennek segitségével megmutatjuk,
hogy igaz n+ 1-re is. Az indukcios feltételt felhasznélva az n + 1-re felirt allitas igazolasidhoz
elegendé belatni a kovetkezdt:

ol >2- (a8, 223 (2 4 2l + .+ ad)). 2 pont
Oszthatunk a pozitiv 3 -nel. Atrendezve kapjuk

xi-ﬁ-l (xn+1 - 1)
4

2
>+ as + .+ (2)

Hasznaljuk fel a kobszamok Osszegére vonatkozo Osszefiiggést, amely szerint

k% (k+ 1)

P+ 4+ +k= I

Ezek szerint (2) bal oldalan allo Gsszeg éppen az 1-t6l (r,.1 — 1)-ig a szamok kobeinek
Osszege, a jobb oldalon pedig z, 1 — 1-nél nem nagyobb, kiilonb6z6 pozitiv egészek kébeinek
Osszege all ezért az egyenlGtlenség fennéll. Az is leolvashato, hogy egyenléség éppen akkor
van, haxy =1, 20=2, ..., x, =nés x,.1 =n+ 1. 3 pont
Minden n-re belattuk az allitast és meghataroztuk az egyenlGség esetét. A feladatban
kitizott n = 2023 esetében is ennek megfelelGen egyetlen esetben lehet egyenlGség, az alta-
lanossagot nem sérté x; < x4 feltétellel, ha x; =1 (i = 1,2,...,2023).
1 pont
Osszesen: 7 pont
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