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MATEMATIKA III. KATEGORIA
(a specialis tanterv szerint halad6 gimnazistak)

JAVITASI-ERTEKELESI UTMUTATO

Kérjiik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzdsk
szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden
feladatra csak egy helyes megoldasért jar a megfelel§ pontszam. Kérjiik, hogy a dol-
gozatokon konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a
dolgozat kijavitasa utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovata-
it. A dolgozatokat nem kell osztélyzattal minGsiteni. A pontszamok indokolt esetben
bonthatok.

A TII. kategoridban versenyzé tanulok dolgozatait 12 ponttédl kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kozvetleniil az OKTV Matematika III., Oktatasi Hivatal, 1363 Budapest,
Pf. 84. cimre. A feltételeknek megfelels dolgozatok koziil azonban csak azok kiildhet6k
tovabb, amelyek tartalmazzak legalabb két feladat lényegében teljes (5-7 pontos) meg-
oldasat. Téajékoztatasul megjegyezziik, hogy a versenykiirés alapjan a versenybizottsag
legfeljebb 50 versenyzGt juttathat be a dontgbe.

A pontozési ttmutatoban nem szereplé mas helyes megoldas vagy megoldésrészlet ese-
tén az arédnyos pontszamot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2022. november A versenybizottsag

1. feladat

Melyek azok a pozitiv egész szamok, amelyek pozitiv osztéi parba allithatok agy, hogy
minden parban a két tag egymashoz relativ prim legyen?

Elsé megoldas:

Belatjuk, hogy ezek éppen az 1-nél nagyobb négyzetmentes szdmok. ElGszér megmu-
tatjuk, hogy més nem lehet.

Tegyiik 61, hogy az n pozitiv egészre és py primszamra p3 | n teljesiil, és legyen az
n primtényezds folbontasa plgoplfl - pit (ekkor ko > 2). Tudjuk, hogy az n osztoinak
szama d(n) = (ko + 1) - (k1 + 1)+ (k, 4+ 1): az osztok pop’ ---p’ alakban frhatok,
ahol 0 < ¢; < k; minden i-re. Ezek koziil a pg-lal oszthatok azok, ahol 1 < £y < kg, igy
Osszesen ko (k1+1) - (kt+1) darab van bel6lik. Mivel kg > 2, ezért ez nagyobb, mint
d(n)/2; a skatulyaelv szerint tehat az osztok tetszéleges parositasaban kellene legyen
olyan par, melynek mindkét tagja oszthatd pp-lal, azaz nem relativ primek egymashoz.
Az n szamnak tehat tényleg négyzetmentesnek kell lennie. (4 pont)
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Matematika III. kategoria Javitasi-értékelési utmutato

Maradtak igy a négyzetmentes szamok; és az 1 persze vilagos moédon nem jo, hiszen
csak egyetlen pozitiv osztoja van. (1 pont)

Tegyiik most fol, hogy n > 1 négyzetmentes egész. Ekkor adott d | n pozitiv oszto
parja legyen az n/d (és viszont). Ezek mindig relativ primek lesznek, mivel ellenkezd
esetben lenne kozos p primosztojuk, melynek négyzete pedig osztand n-et. Specidlisan
d # n/d, hiszen a két szam relativ prim, és n > 1. Kovetkezésképpen ez jo parositas.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. (2 pont)
Masodik megoldas:

Vilagos, hogy ha létezik a kivant parba allitas, akkor n > 1, (1 pont)
tovabbé az n parja csak az 1 lehet. (1 pont)
Legyen p az n szam egyik primosztoja. Ekkor n/p péarja csak p valamely hatvanya
lehet, hiszen az n szam p-t6l kiillonb6z6 primosztéi mind osztjak n/p-t is. (1 pont)
Az 1 mar foglalt, tehat n/p parja oszthato p-vel, igy p 1 n/p, vagyis p* { n. Tehat csak
akkor létezhet a parba allitds, ha n > 1 négyzetmentes szam. (2 pont)

Azt is megkaptuk, hogy négyzetmentes 1 < n esetén minden p primosztora n/p parja
csak p (vagyis az osztoparja) lehet. A parba allitast ugyanigy folytathatjuk. Ha p és
q kiilonb6z6 primosztok, akkor n/(pq) parja a négyzetmentes n szam osztoi koziil csak
1,p, q, pq valamelyike lehet, amik viszont pq kivételével mar foglaltak, igy n/(pq) parja
pq (vagyis az osztopéarja). (1 pont)

Ezt ugyanigy folytathatjuk, a primtényezSk szama szerinti indukcioval. Tegyiik fel,
hogy mar tudjuk, hogy ha k | n osztéonak legfeljebb r — 1 primtényezGje van, ak-
kor n/k parja k. Legyen most k | n egy olyan oszt6, aminek r primtényezGje van:
n = pips...pr. Az n/k osztoé parja csak pips...p, valamelyik osztoja lehet, ezek
viszont py ... p, kivételével mind foglaltak mar. Tehat n/k parja is csak az osztoparja
lehet, ez viszont megfeleld.

Ezzel megkaptuk, hogy egyetlen megfelels parba allitas létezik, éspedig az, amikor az
osztoparok alkotjak a parokat. A négyzetmentesség miatt a parok tagjai valoban relativ
primek, n > 1 miatt pedig minden par két tagja kiilonb6z6. (1 pont)

Mdsképpen a nem négyzetmentes n esete:

Tegyiik fel, hogy az n szam oszthato valamely p primszam négyzetével. Az n szam p-
vel nem oszthaté pozitiv osztoi legyenek dy, ..., dy. Ekkor pdi, ..., pdy, p*dy, ..., p*dy
egymastol kiillonbo6z6 p-vel oszthatd pozitiv osztéi n-nek. Mivel p-vel oszthato osztobol
ezek szerint tobb van, mint p-vel nem oszthatobol, minden parba allitasnal lesz olyan
p-vel oszthato osztd, melynek parja is p-vel oszthato, azonban igy nem lehetnek relativ
primek.

Masképpen a négyzetmentes n esete:

Az n = p; - py négyzetmentes pozitiv egész osztoi megfelelnek a H C {1,...,t} rész-
halmazoknak: egy ilyen halmazhoz a [],.,; p; 0szt6 tartozik. Kiilonbéz6 H halmazok
esetén a primtényezds folbontas eltérd, tehéat ezek tényleg mind kiilonb6zd osztokat
hataroznak meg. Két oszté pontosan akkor relativ prim, ha a megfelel6 halmazok
diszjunktak. Elég tehat az {1,...,t} részhalmazait parokba allitani, ahol minden par-
ban a két halmaz diszjunkt. Ez pedig megtehetd, ha minden H-hoz az {1,...,t} \ H
komplementert rendeljiik (ezek kiilonbozok, ha ¢ > 0).
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Matematika III. kategoria Javitasi-értékelési utmutato

2. feladat

Tekintsiik az ABC haromszog A cstcsabdl a beirt korhéz huzott érintészakaszok fele-
z6pontjait, és legyen e az ezeken atfektetett egyenes. Hasonl6 modon legyen f a B-bdl
indul6 érintészakaszok felezGpontjain dtmend egyenes, és legyen M az e és f egyenesek
metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogy AM = BM.

Els6 megoldas: Jelolje Ey, Eg és Ec a beirt kor érintési pontjat rendre a BC, C'A,
illetve AB oldalon.

B \ E4 C

Ekkor az EpF¢c egyenes parhuzamos e-vel, és mindketten parhuzamosak a harom-
sz0g A-beli kiils6 szogfelezGjével. Hasonléan EcFE4 és f parhuzamosak a B-beli kiilsé
szogfelezével. Legyen L a két kiils§ szogfelezd metszéspontja. Ekkor L a C-beli bels
szogfelezdre illeszkedik (torténetesen L a haromszog C-vel szemkozti hozzairt korének a
kozéppontja), és igy a szogfelezére vonatkozo tengelyes szimmetria miatt LE4, = LEp.

(2 pont)
Az E¢ kozéppontu, 1/2 aranyu koézéppontos kicsinyitésnél a fenti két kiilss szogfelezd
az e ¢és az f egyenesbe megy at, ezért az L pont M-be keriil. (2 pont)

Legyen P az EpFE. szakasz felez6pontja, és ) az EcFE 4 szakasz felez6pontja. Ekkor
a fenti kicsinyitésnél az L, E4, Ep pontok rendre M-be, Q)-ba, illetve P-be keriilnek.
Ezért az LE, = LEg egyenléséghdl M Q) = M P kovetkezik. (2 pont)

Az e és f egyenes kozépvonal az EcEgA, illetve E4EcB egyenls szart haromszogben,
ezért e az AP szakasz, f pedig a B(Q) szakasz felez6 merGlegese. Emiatt a mind-
kettSjiikre illeszkeds M pontra MA = MP és MB = MQ teljesiil. Igy valoban
MA=MP=MQ=MB. (1 pont)

Masodik megoldas: Tekintsiik az A és a B pontot zérus sugari pontkéroknek. A
feladatbeli e egyenes ekkor A és a beirt kor hatvanyvonala, f pedig B és a beirt kor
hatvanyvonala. (3 pont)
Metszéspontjuk, az M pont ezért a harom kornek, A-nak, B-nek és a beirt kornek a
hatvanypontja. Emiatt M illeszkedik A és B hatvanyvonalara is, vagyis az AB szakasz
felezs merdlegesére. Igy valoban MA = MB. (4 pont)
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3. feladat

Adott 2023 kiilénb6z6 pont a térben. Az ezeket paronként Osszekotd szakaszok mind-
egyikébdl kétféle irdnyitassal képezhetiink vektort. Igazoljuk, hogy meg lehet valaszta-
ni az iranyitasokat gy, hogy ezeknek a vektoroknak az Osszege a zérusvektor legyen.
Mutassuk meg, hogy ez nem feltétleniil van igy, ha a pontok szama 2022.

Els6 megoldas: 2023 pont esetén tekintsiik a 2023 szogponti teljes grafot. Ebben
minden cstics foka paros, ezért létezik a graftban Euler-korséta. Ha a vektorok iranyité-
sat a korséta bejarasanak iranyaban adjuk meg, akkor a vektorok Gsszege nyilvanvaléan
nulla lesz. (2 pont)

Ha a pontok szama 2022, megadhatjuk ket gy, hogy koziilikk 2021 (Ay, As, ..., A1)
egy S sikban fekiidjon, és az utolso, Asgas, ne illeszkedjen az S sikra. Azt allitjuk, hogy
ilyenkor a vektorok 0sszege semmilyen iranyitas mellett sem lehet nulla. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy adott a szakaszok egy iranyitdsa. Mindegyik igy elGallt vektort fel-
bontjuk egy S-sel parhuzamos és egy S-re merdleges komponens Osszegére, és a fel-
adatbeli vektorosszeget kiilon-kiilon képezziik a kétféle komponensbdl. (1 pont)

Azt mutatjuk meg, hogy az 6sszegvektor S-re meréleges komponense nem lehet a zé-
rusvektor (és emiatt persze a teljes Gsszeg sem lehet nulla). Ez a komponens az Gssze-
adando vektorok S-re merdleges komponenseinek az dsszege. (1 pont)

Az els§ 2021 pont kozott futdé barmelyik vektornak mindkét végpontja S-ben van,
ezért ezek mindannyian parhuzamosak S-sel, és igy az Osszegiik is parhuzamos S-sel.
A teljes 6sszegben ezeken a vektorokon kiviil olyan vektorok szerepelnek, amelyek egy
S-beli pontot kétnek Ossze az Asgee ponttal valamilyen iranyitassal tekintve. Ez 2021
darab vektor, és mindegyikiiknek az S-re mer6leges komponense ugyanaz az Aspoo-
b&l merdlegesen S-be mutatd vektor, vagy annak a (—1)-szerese. Mivel ezeknek a
vektoroknak a szama paratlan, az 6sszegiik nem lehet nulla. (2 pont)

Masodik megoldas: 2023 pont esetén az elsd megoldas modszerét kovetjik. (2 pont)

Megmutatjuk, hogy 2022 pontot lehet gy felvenni a térben, hogy a szakaszok barmi-
lyen iranyitésa mellett a vektordsszeg nem nulla. A pontok koziil 2021-et gy helyeziink
el, hogy ezek tavolsaga kicsi legyen egyméstol, és az utolsdé pontot ezektsl igen tavolra
tessziik. (1 pont)

Valasszuk ki az els6 2021 pontot (az Ay, As, ..., Ay pontokat) ugy, hogy barmelyik
kettonek a tavolsaga 2-nél kisebb legyen. (Ezt elérhetjiik példaul ugy, hogy mindegyiket
egy 1 sugara gomb belsejébdl valasztjuk.) Belatjuk, hogy ha Ajps a gémb O kozép-
pontjatol legalabb 20212 egységnyi tavolsagra van, akkor a vektordsszeg semmilyen
elGjelezés mellett sem lehet nulla. (1 pont)

Ha adott a pontok kozott futd szakaszok egy tetszéleges iranyitasa, akkor a szoban
forgo vektorosszeget a

VvV = Z 6@'1?14;

1<i<j<2022

képlettel irhatjuk le, ahol €;; a megadott iranyitasnak megfelel6 + vagy — elGjel. Ebbdl
az Osszegbdl kiilonvalasztjuk az els6 2021 pont kozott futd vektorokat, a tobbit pedig
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Matematika III. kategoria Javitasi-értékelési utmutato

O-n atvezetett Osszegalakban irjuk:

—— EEERE:
v = E ei;j AiA; + E €k 2022 A5 Adoa =
1<i<j<2021 1<k<2021
— 0 3
= E eijAiAj + E €k,2022A4,0 + E €k,20220 Aon23 -
1<i<j<2021 1<k<2021 1<k<2021

Itt a harmadik szummaban paratlan sokszor veendd ugyanaz az O Asgeo vektor vala-
milyen elGjellel, ezért ennek a harmadik Osszegvektornak a hossza legalabb az O Asgoo
tavolsig, azaz legaldbb 2021%2. Az els6 két szummaban csak rovid (< 2, illetve < 1
hosszisagi) vektorok szerepelnek, igy ezek Osszegére a haromszog-egyenlStlenség fel-
hasznalasaval

i ? 2021
Z eijAiA; + Z k2022 A% ‘ < ( 9 )-2—{—2021-1 = 20212

1<i<5<2021 1<k<2021

érvényes. A v vektor, vagyis a teljes sszeg igy nem lehet nulla, hiszen egy 20212-nél
révidebb és egy legalabb 20212 hossziisagt vektor dsszege. (3 pont)

Megjegyzés: A megoldasok csak az évszamok paritasat hasznaltak ki, tehat a feladat
allitasa nyilvanvaloéan igaz 2022 és 2023 helyett barmilyen péaros, illetve paratlan ter-
mészetes szammal.

4. feladat

Két bolha, Anett és Balazs il a koordinata-rendszer egy-egy racspontjan. Anett az
origobdl indul, és kezdetben, illetve minden lépés utéan a (0,1) vektor irdnyaba néz.
Balazs az (z,y) racspontbodl indul, kezdetben & is a (0,1) vektor iranyaba néz, am &
minden 1épés utdn abba az iranyba néz, amerre haladt a 1épés soran. Minden lépésben
mondunk egy irdnyt a bolhdknak (jobbra, balra, elére vagy hatra), és mindkét bolha
harom lépésben a jobbra, balra és elére iranyokat mondjuk, akkor Anett az (1,0),
(0,0), (0,1) pontokat jarja be, mig Balazs az (v + 1,y), (z + 1L,y + 1), (z + 1,y + 2)
pontokat. Melyek azok az (x,y) szamparok, melyekre lehetséges, hogy valahany lépés
utan ugyanazon a racsponton fog iilni Anett és Balazs?

Megoldas:

Vélasz: Pontosan akkor tud Anett és Balazs eljutni ugyanarra a racspontra, ha = + y
péaros. Mashogy mondva, ha sakktablaszertien szinezziik a racspontokat, akkor ugyan-
olyan szintirél kell indulniuk.

Amennyiben ez nem teljesiil, akkor nem tudnak eljutni egyméshoz, mivel minden ugras
utan valtozik a helyzetiik koordinatainak sszegének paritasa (szint valtanak), igy mivel
eredetileg kiilonbo6zd volt (kilonbozd szinen alltak), ezért sosem juthatnak ugyanoda.

(1 pont)
Most belatjuk, hogy ha x + y paros, akkor lehetséges. ElGszor is figyeljik meg, hogy
valojaban csak az egymashoz viszonyitott helyzetiik szamit, azaz mindig az zﬁ vektort
vizsgaljuk, ahol A Anett, B pedig Balazs pozicidja. Tegyiik fel, hogy Anett és Balazs
is a (0, 1) vektor irdnyaba néz, és tekintsiik a kovetkezs 4 ugraskombinéciot. Figyeljik
meg, hogy ezek utén tovabbra is mind a ketten a (0, 1) iranyba fognak nézni, valamint
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Anett az origbban marad, és vizsgaljuk meg, hogy hova keriil Balazs, vagyis hogyan
valtozik kézben zﬁ .

1. Jobbra, balra, balra, jobbra: Balazs (0,2)-vel mozdul el, igy 1@ is (0,2)-vel
valtozik. (1 pont)

2. Hatra, elére, el6re, hatra: Balazs a (0, —2)-vel mozdul el, igy 1@ is (0, —2)-vel
valtozik. (1 pont)

3. Jobbra, balra: Balazs az (1, 1) vektorral mozdul el, igy AB is (1, 1)-gyel valtozik.
(1 pont)

4. Balra, jobbra: Balazs a (—1, 1) vektorral mozdul el, igy 1@ is (—1, 1)-gyel valto-
zik. (1 pont)

Hasznéaljuk csak ezt a négyféle kombinaciot, mar ezekkel is el tudnak jutni egymashoz.
Ha az z-koordinatajuk nem egyezik meg, akkor a 3. vagy 4. kombinaciot addig alkal-
mazzuk, mig meg nem egyezik, azaz mig AB els6 koordinataja 0 nem lesz. Ezek utéan
az 1. vagy 2. ugrassorozatot addig alkalmazzuk, amig egy mezére nem keriilnek. Ez
meg fog torténni, mivel minden kombinécié utan 2-vel kozelednek egymaéshoz, és a ki-
indul6 feltételezésiink szerint E koordinatainak 0sszege mindig paros. Tehét tényleg
el tud jutni egymashoz Anett és Balazs. (2 pont)

Megjegyzés. Az 1. kombinécioé a 3. és 4. egymaés utani alkalmazasa.

Tovdbbi titmutato a pontozdshoz:

Ha a két bolhat egyméashoz kozelebb juttatja (de arrél semmit nem mond, hogy utana
milyen iranyba fognak nézni). (1 pont)
Ha talal egy olyan ¢ konstanst, melyre a bolhdkat mindig tudja tgy mozgatni, hogy
utana legfeljebb ¢ tavolségra legyenek (akkor is jar, ha nem mondja ki expliciten, hogy
talalt ilyen c-t). (Ez a részpontszam az el6zével nem adodik Gssze.) (2 pont)

5. feladat

Igazoljuk, hogy tetszéleges n pozitiv egész szam esetén fennall az alabbi egyenlGség:

- $5000)

i=1 j=1

(Ha ij < n, akkor az (2) binomidlis egyiitthato értéke 0.)

Megoldas: Azt fogjuk igazolni, hogy az egyenléség mindkét oldalan olyan kifejezés
all, ami azt adja meg, hogy egy n x n-es tablazat n mez6jét hanyféleképpen lehet ugy
kivalasztani, hogy semelyik kett6é ne legyen egy sorban vagy egy oszlopban. Ez a bal
oldal (n!) esetén vilagos. (1 pont)
Legyen S az n X n-es tabldzat mez6i halmazanak n elemi részhalmazaibol allé halmaz.
A tablazat sorait és oszlopait szamozzuk meg az 1,2,...,n sorszamokkal. Ha I, J C
n] :={1,2,...,n}, akkor jelolje S; ; az olyan S-beli elemek halmazat, melyekre mind
az n mezd [-beli indext sorokban és J-beli indexti oszlopokban talalhato. Vilagos,
hogy |Sr.s] = (III;I\J\)_ (1 pont)
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Tekintsiik most a

Z Z DS, |

0£IC[n] 0£JCn]

Osszeget. Ennek értéke egyrészt megegyezik a bizonyitandoé egyenl@ség jobb oldalan allo
osszeggel, hiszen csoportosithatjuk a tagokat tgy, hogy egybevonjuk az |I| =i, |J| = j
méretd indexpéarokhoz tartozo tagokat. (2 pont)

Masrészrél viszont megmutatjuk, hogy ez az olyan S-beli n-esek szama, amikor mind
az n mezd kiilonb6z6 sorban és kiilonbozd oszlopban talalhato. Legyenek ugyanis
1 <k <n, 1</l <n,és hatarozzuk meg, hanyszor szamolunk egy olyan s € S-et,
melynek mezsi pontosan k sorban és pontosan ¢ oszlopban helyezkednek el. A sorokat,
illetve oszlopokat megad6 indexhalmazok legyenek Iy és Jy, ahol tehat |I| = k és
|Jo| = £. Irjuk fel, hogy a kérdéses s-et a fenti el6jeles Gsszegben hanyszor szamoljuk:

S Z DI = § (- > (=), (2 pont)

10CIC[n] JoCJC[n 1oCICn] JoCJC[n]

Ha Iy # [n], akkor az els6 Osszeg 0, mert az [n] \ Iy halmaznak ugyanannyi péros
elemszamu részhalmaza van, mint paratlan elemszamu. (Hiszen ezek parba allithatok
gy, hogy a par két tagja egyediil egy régzitett [n] \ Ip-beli elemben térjen el.) Igy a
(=) = (=1)Hol(—1)I\ol sz7amok Gsszege 0.

Ehhez teljesen hasonloan, ha Jy # [n], akkor a méasodik 6sszeg 0. Ez azt jelenti, hogy
s-et O-szor szamoljuk, kivéve ha Iy = Jy = [n]. Utobbi eset annak felel meg, amikor az
s-beli mez6k pontosan n sorban és n oszlopban helyezkednek el, az 6sszeg értéke pedig
(—1)"(—1)™ = 1. Mindez csak ugy teljesiilhet, ha az n mez6 koziil semelyik kettd nincs
egy sorban vagy egy oszlopban, amint azt korabban allitottuk.

Ezzel a feladat allitdsanak bizonyitasat befejeztiik. (1 pont)
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