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MEGOLDASOK

1. feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszogben a beirt kor kdzéppontjanak a sulyponttol
mért tavolsidga kisebb, mint a haromszog leghosszabb oldaldnak a harmada.

Els6 megoldas: Legyenek A, B, C' a haromszog csicsai, Ay, By, C rendre a szemkozti
oldalak felez6pontjai, K a beirt kor kozéppontja, S pedig a silypont. A beirt kor
atmérdje nyilvanvaléan kisebb a haromszog barmelyik magassaganal, ezért a K pont
a harom kozépvonal altal kozrefogott Ay B,C7 haromszog belsejében van.

Az ABC haromszoget az S kozéppontu, —1/2 ardnyi koézéppontos hasonlosag viszi
az A1 B1C7 haromszogbe, ezért az utobbinak a silypontja ugyancsak az S pont, és
mindegyik silyvonala az A BC haromszog megfelels sulyvonalanak a fele. Az Ay, By, Cy
pontokat, és igy az egész Ay B1C haromszoget lefedi az az S kozépponti kor, amelynek
a sugara az Ay B;C haromszog leghosszabb silyvonalanak a 2/3 része, vagyis az ABC
haromszog leghosszabb silyvonaldnak a harmada. Emiatt a K5 tavolsag kisebb az
ABC haromszog leghosszabb silyvonaldnak a harmadanal. Ebbdl a feladat allitasa
rogton kovetkezik, hiszen barmelyik stulyvonalhoz lehet annal hosszabb haromszogoldalt
talalni, példaul a két kozrefogd oldal koziil legaldbb az egyik biztosan ilyen.

Masodik megoldas: Legyen az ABC haromszogben K a beirt kor kézéppontja és S
a stulypont. Huzzunk az oldalakkal parhuzamos egyeneseket az S ponton keresztiil. Az
ezek altal levagott harom darab haromszog egyiitt lefedi az ABC' haromszoget, ezért
valamelyikiik, példaul az dbra szerinti AB'C’ haromszog, tartalmazza a K pontot.
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Azt allitjuk, hogy ekkor a KS tavolsag kisebb a B'C’ tavolsag felénél. Innen mar
konnyen kovetkezik a feladat allitasa, hiszen B'C’-t az A kézéppontt, 3/2 aranyu ha-
sonlosag viszi BC-be, tehat K S kisebb BC harmadanal, és igy persze a legnagyobb
oldal harmadanal is.

Ha a K pont a B'C’ szakaszra illeszkedik, akkor, mivel B’C’-nek S a felez&pontja,
rogton adodik, hogy KS < B'C'/2. Ha pedig K az AB'C’ haromszog belsejébe esik,
akkor azt allitjuk, hogy a B’K(C’ sz6g tompaszog. Ebbdl ugyancsak a KS < B'C'/2
egyenl6tlenség kovetkezik, mert ekkor K a B'C’ szakasz Thalész-korének belsé pontja,
és ezért a kor sugaranal kisebb tavolsagra van az S kézépponttol.

Jelolje o, B, v az ABC haromszog szogét rendre A-nal, B-nél és C-nél. Ekkor BKC'< =
180° — /2 — v/2 = 90° + /2 miatt a BKC' szog tompaszog. A B'KC' szog pedig
ennél nagyobb, tehat az is valoban tompaszog.

Megjegyzés: Nem lehet olyan 1/3-nél kisebb A konstanst talalni, amellyel barmely ha-
romszogben teljesiil, hogy a beirt kor kozéppontja és a sulypont tavolsaga a legnagyobb
oldal A-szorosanal kisebb. Ha ugyanis a hdromszog oldalai 1, 1 és ¢ hossztusaguak, akkor
a két szoban forgd pont tavolsaga 1/3-hoz tetszélegesen kozel lehet, ha e-t elegendGen
kicsinek vélasztjuk.

2. feladat

Legyen aq tetszbleges egész szam ¢s tekintsiik az a,q = a2 + 1 (n > 0) rekurzi6val
definialt sorozatot. Mutassuk meg, hogy az ai, as, ... szadmoknak egyiittvéve végtelen
sok kiilonb6z6 primosztdja van.

Megoldas:

A feladatot altaldnosabban oldjuk meg, a kovetkezd allitast bizonyitjuk:

Legyen f egész egyiitthatos polinom, amelynek egynél tébb nem nulla tagja van, ag
tetszdleges egész, és tekintsik az a1 = f(ay) rekurzidval definidlt sorozatot. Igazoljuk,
hogy ha a sorozatnak végtelen sok kilonbozd tagja van, akkor az ay,as, ... szdimoknak
eqyiittvéve végtelen sok kilonbozd primosztoja van.

Ebbdl a feladat allitasa azonnal kovetkezik, hiszen f(z) = 2%+ 1 esetén a, < a2 +1 =
any1 alapjan a sorozat ebben az esetben szigortian monoton névekeds, és igy tagjai
paronként kiilonbozsk.

A megoldas soran tobbszor is részsorozatot képziink majd. Ha egy részsorozatban
el6fordul végtelen sok primoszto, akkor az egész sorozatban is. Specialisan olyan rész-
sorozatokat fogunk tekinteni, ahol az indexek egy uk + v szdmtani sorozatot alkotnak
(u>0,v>0k=0,1,...). Legyen fi(z) = f(z) és n > 1-re foyi(z) = f(fu(2)).
Akkor az uk + v indexekhez tartozo részsorozat a by = f.(by) rekurzioval kaphato,
ahol by = a,. Belatjuk, hogy az f,(z) polinomnak szintén legalabb két tagja van, tehat
ez a feltétel oroklsdik.
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Nevezziink egy polinomot monomnak, ha csak egy tagja van, vagyis cz* alaki, ahol
¢ # 0. Megmutatjuk, hogy ha f és g nem konstans polinomok, akkor f (g(x)) pontosan
akkor monom, ha f és ¢g is monom.

Legyen az f(x) polinom legmagasabb foku tagja ¢,,z™, a legalacsonyabb foku c,x",
ugyanez g(z) esetében d,z", illetve dsaz®. Ekkor f(g(z)) legmagasabb foki tagja
Cnd? 2™, a legalacsonyabb foku pedig (helyettesitsiink 1/z-et) ¢.diz"". Ha f(g(a:))
monom, akkor nm = sr. Nyilvan nm > nr > sr, és egyenl&ség csak akkor lehet, ha
nim—r)=0¢és (n—s)r=0. Han =0, akkor n = s = 0 és g konstans. Ha n # 0,
akkor m = r, tehat f monom, és vagy n = s, azaz g is monom, vagy r = 0, vagyis az
f monom foka nulla, és igy f konstans.

Belattuk tehat, hogy az uk + v indexekhez tartozo6 részsorozatot generald polinom sem
lehet monom. Tegyiik f6l, hogy ennek a részsorozatnak csak véges sok tagja van. Ha
n > v, akkor legyen uk +v <n <u(k+1)4+vést=n— (uk+wv). Nyilvin 1 <t < u,
és ap, = fi(aupry). Ezért az a, sorozat elég nagy tagjai megkaphatok e részsorozat
tagjaibol gy, hogy a véges sok f1, ..., f, polinom valamelyikébe helyettesitiink, és igy
Osszesen csak véges sokféle szamot kaphatunk. Ez ellentmond annak a feltételiinknek,
hogy az a,, sorozatnak végtelen sok kiilonb6z tagja van. Igy belattuk, hogy az indexek
tetszéleges uk + v alaki sorozatara attérve a feladat feltételei 6rokldnek.

Legyen m tetszéleges modulus. Ekkor az a,, sorozatot modulo m vizsgalva csak véges
sok értéket kapunk. Tehat lesz ismétlgdés, és onnantol kezdve a maradékok sorozata
periodikus. Ez azt jelenti, hogy ha az r maradékot az a, sorozat legalabb kétszer
felveszi modulo m, akkor van egy olyan végtelen szamtani részsorozata az indexeknek,
amely mentén a sorozat minden tagja r maradékot ad m-mel osztva.

Tegyiik fol indirekten, hogy a sorozat tagjainak egyiittvéve csak véges sok primosztoja
van, legyen ezek egyike p. Ha van olyan k, hogy modulo p* valamelyik nem nulla mara-
dék legalabb kétszer el6fordul, akkor térjiink &t az el6zGek szerint az indexek megfelels
részsorozatara. Az 1j sorozat tagjai méar nem oszthatok p¥-val. Ismételjiik az eljarast
k helyett (k — 1)-gyel. Végil egy olyan ¢ szamig jutunk, amelyben mar csak véges
sok p’-lel nem oszthato tag szerepel, de egyik tag sem oszthaté p'l-gyel. A kivételes
tagokat elhagyva (azaz uk + v-ben v értékét novelve) olyan szamtani részsorozathoz
jutunk, amelyben minden szamban a p kitevGje ugyanaz az ¢ szam (ami 0 is lehet).

Végezziik el ezt minden p-re, amelyre lehetséges, az ilyen primeket hivjuk pirosnak.
Ha egy adott p nem piros, akkor minden k esetén a sorozat tagjai véges sok kivétellel
oszthatok pF-val.

Az igy kapott b, részsorozathoz tartozo polinom legyen g(z) = 2™ (zh(z) + ¢), ahol
c # 0. Vizsgaljuk meg a b, = b (bnh(bn) + c) egyenletben p kitevsjét. Ha p nem
piros, akkor legyen k olyan, hogy p* nem osztoja c-nek. Elég nagy n-et valasztva p*
osztéja b,-nek, és ezért b,h(b,) + c nem oszthatoé p*-val. Ha p piros, és a hozza tartozo
kitev ¢, akkor p*! nem lehet osztoja (b,h(b,) + c)-nek, mert kiilénben p**! osztana
bn+1—et.

Mivel a sorozat tagjainak méasmilyen primosztdja nincs, b, h(b,) + ¢ korlatos. De akkor
xh(z) 4 ¢ az egészek egy végtelen részhalmazan korlatos, ezért ez a polinom konstans,
azaz h = 0, és akkor g monom. Fzzel a végsd ellentmondassal az allitast belattuk.
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3. feladat
Legyenek aq,as,...,an,,b1,bo,...,b, olyan pozitiv egész szamok, amelyekre az
ai as An
5 b b
tortek értéke paronként kiilonboz6. Bizonyitsuk be, hogy
3
n
(a1 +as+--+ay)(by+by+---+b,) > 6

Megoldas:

Legyen a b; szamok kozott a legnagyobb T, és 1 < i < T esetén jelolje t;, hogy
b1,bo, ..., b, kozott hanyszor szerepel az i. Vildgos, hogy t1 +to + -+t = n és
by4by+---+by =1+ 2+ -+ Ttr.

Mivel a tortek kiilonbozsk, ezért az ¢ nevez6ji tortek szamlaloja mind kiilonb6zs, igy

ezen szamlalok Osszege legaldbb 142+ --- 4 ¢, = t?;m’ és ezért
t+t Bottr 1,5, )
atayt-tan 2= +~--+T>§(t1+t2+---+tT).

Az eddigiek alapjan
1
(ay 4+ ag+ - +ap)(by +by +---+b,) > §(t§+t§+---+t?p)(t1+2t2+---+TtT).

Legyen j a legkisebb index, melyre t; 4 - - - +¢; > n/2. Ekkor

S

W

t1+t2+"-+tj)2> 2

t§+t§+---+t2T2t§+t§+---+t§2j( ; -

a szamtani és a négyzetes kozepek kozotti egyenltlenség alapjén, tovabbé

t1+2t2+-~~—|—TtTthj+~~~+TtTZ](tj+~~~+tT)>‘%.

A kapott egyenl6tlenségek szorzatat véve kapjuk, hogy

(ar+ay+-+a)(by+ba+-+by) > 5= = —.

Megjegyzés: A megoldés soran valojaban csak azt hasznaltuk fel, hogy az (a;, b;) rende-
zett parok kiillonbozok. Az 1/16 konstanson kénnyen javithatunk: definidljuk j-t ugy,

mint a legkisebb index, melyre t; + - - - +t; > 2n/3. Ekkor a megoldas lépéseit kovetve

ati+1t3+ - +t5 > % ésty+ 2t + -+ Tty > % becslések alapjan a %n?’ alsé

becsléshez jutunk.
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