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MATEMATIKA II. KATEGORIA
(gimnazium)
Javitasi-értékelési atmutato

1. feladat Tekintsiik a pozitiv egész szamokat 1-t6l 2023-ig, az 1-et és a 2023-at is beleértve.
Ki szeretnénk hagyni koziiliik harom egymast kévet6t agy, hogy a megmaradt szamok atlaga
egész szam legyen. Mely szamokat hagyhatjuk ki?

Megoldas: A szamok osszege 1-t6l 2023-ig, az 1-et és a 2023-at is beleértve (példaul a
Gauss féle modszert alkalmazva):

2023 - 2024
1+2+3+...+2023:T. 1 pont
Jelolje a harom egymés uténi kihagyott szam koziil a kozéps6t x, a megmaradt szamok
atlagat pedig N. A kihagyott harom szam Osszege (x — 1) + z + (x + 1) = 3z. 1 pont
Ekkor
2023:2024 _ 3.

2 =N azaz 2023-1012 —3x =2020-N (1)

2020 '
1 pont

Mivel 2 < x < 2022, ezért 2023 - 1012 — 6066 < 2020 - N <2023 -1012 — 6. A feladat
szovege szerint N egész szam, ebbdl az adédik, hogy N = 1011, 1012, 1013 lehet. 2 pont
Ezeket (1)-be helyettesitve N = 1012 esetén lesz o egész. Igy a kihagyott harom szam
csak az 1011, 1012 és 1013 lehet. 2 pont
Osszesen: 7 pont

2. feladat Melyek azok a pozitiv egész szamok, amelyeket fel lehet irni két (nem feltétleniil
kiilénboz8) pozitiv raciondlis szam Osszegeként és ugyanezen két raciondlis szam szorzataként
is?

Megoldas: Jelolje a feladat szovegében szerepls pozitiv egész szdmot n, a két pozitiv
racionalis szamot pedig a és b. Ekkor n = a + b, amib6l b = n — a. Ezt helyettesitsiik be a
a feladat szovege szerinti n = ab egyenletbe, kapjuk n = a(n — a), azaz

a’* —na+n = 0. (2)

1 pont
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MATEMATIKA TII. kategoria Javitasi-értékelési utmutatod

Ez egy méasodfoki egyenlet a-ra nézve, amelynek diszkriminansa D = n? —4n. A D >0
és n > 0 feltételek akkor teljesiilnek, ha n > 4. 1 pont
Mivel a racionalis, ezért v/ D is raciondlis, azaz léteznek olyan t és s egészek, amelyekre
(t;s) = 1, tovabba
t2
D=n(n—4)= =
Ekkor s?-n(n—4) = t2, s? és t? primtényezds felbontasaban minden prim kitevéje paros, igy
a szamelmélet alaptétele miatt n(n —4) primtényezds felbontasaban is minden prim kitevgje
paros, azaz n(n — 4) négyzetszam. 2 pont
Ha n > 4, akkor

n—32=n"—6n+9<n’*—dn=D<n’>—dn+4=(n-2)>%

azaz D két szomszédos négyzetszam kozott van, tehat nem lehet négyzetszam. 2 pont
Ha n = 4, akkor (2) pozitiv gyoke az a = 2 és b = n — a miatt b = 2. Azt kaptuk, hogy

a feladat egyetlen lehetséges megoldasa az n = 4 és a hozza tartozéd két racionélis szam az
a=b=2. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: (i) Amennyiben a versenyz6 megadja az n = 4 és a = b = 2 megoldast, de
nem bizonyitja, hogy mas megoldas nem lehet, 1 pontot kap.

(ii) A versenyz6 megkaphatja a 7 pontot, ha hivatkozik arra, de kiilon nem bizonyitja,
hogy a D egész szam gyoke csak akkor lehet raciondlis, ha D négyzetszam.

3. feladat Egy 2024 oldald szabélyos sokszog cstcsait valamelyiktsl kezdve sorban egymas
utan megbetiizziik, jelolje 6ket Ay, Ag, As, ..., Aggou, igy A1 és Asgoy szomszédosak. Legyen
AlAQ = a, A1A3 = b és A1A1012 = C. Igazoljuk, hOgy

1 1 4

a2+c2:b_2'

Megoldas: Legyen a szabalyos sokszog koré irt kor kozéppontja O, sugara R. Ekkor az
A1 A50 héromszog hasonlo az Ay A3Aip14 hdromszéghoz, mivel mindketts egyenlészaria és a
szarak altal bezart szog a kozépponti és keriileti szogek tétele miatt egyenld. 2 pont

A két hasonld haromszog megfelel§ oldalainak aranya egyenld, ezeket felirjuk a feladat
szovegében szerepld jelolésekkel

° |

= ZE)’ amib6l R = %. 1 pont

Az A1A1012A1013 héromszégben A1A1013 a koré irt kor étmér('ije, teh&t Thalesz tétele
miatt derékszogid. Felirjuk r4 a Pitagorasz tételt:

a’>+ ¢ = (2R)%. 2 pont

Ez utoébbi egyenletbe irjuk be a hasonld haromszogekbdl kapott értéket R helyére
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Leosztunk a nem nulla (ac)?-tel és a bizonyitand6 allitast kapjuk

1 1 4

Osszesen: 7 pont

4. feladat Legyen d(M) a pozitiv egész M szam Osszes pozitiv osztéinak szdma, belesza-
molva az 1-et és magat M-et is. Egy 2023-nal kisebb pozitiv egész N szdmot pontosan két
prim oszt, a 2 és a 3. Mi lehet N, ha

d(N?) = d(2N) + d(3N) + 13?

Megoldas: Ha M = plfl - ... - p akkor M minden osztojaban az i-dik prim kitevéje
0,1,..., k; lehet, azaz egymastol fiiggetlentil (k; + 1) kiilonboz6 érték lehet. Ezért

d(M) = (ky +1) ... - (ky + 1),

1 pont
Legyen az N szam primtényezds felbontasa N = 2% - 3. Ekkor N? = 227 . 3%, tovabba
2N = 2%+ .3V &5 3N = 27 - 3¥T1. Az osztok szamara vonatkozo feltételiink szerint

22 +1)2y+1)=(z+2)(y+1)+ @+ 1)(y+2)+13. 1 pont

A zarojeleket felbontva és rendezve 2xy — v — y = 16. Kett6vel beszorozva és mindkét
oldalhoz 1-et adva

doy — 2x — 2y + 1 = 33,

a bal oldalt szorzattéd alakitva
(2x —1)(2y — 1) = 33. 2 pont

A bal oldalon all6 két tényezd pozitiv, a 33 primtényezds felbontasa 3-11, igy a lehetséges
osztoparok: 1-33 és 3- 11 illetve 33 -1 és 11 - 3. 2 pont
A lehetséges osztoparokbol adodo x és y értékeket végignézve és figyelembe véve a feladat

szovege szerinti NV < 2023 feltételt egyetlen megoldas van, az x = 6 és y = 2.
A feladat feltételeit egyetlen szam teljesiti, az N = 576 = 26 . 32, 1 pont
Osszesen: 7 pont.

5. feladat Egy dobokockat négyszer feldobva mennyi a valoszintisége, hogy (a) a dobott
szamok szorzata oszthatd 30-cal; (b) a dobott szamok Gsszege oszthatéd Gttel?

Megoldas: Mindkét esetben a klasszikus modell alapjan hatarozzuk meg a valdszintisé-
get: a kedvezd esetek szaméat osztjuk az Gsszes eset szaméaval. Mivel négyszer dobunk egymaés
utédn és mind a négy dobas egymastol fiiggetleniil egyenld eséllyel 6 féle lehet, ezért az 0sszes
eset szama 62, 1 pont

(a) A dobott szamok szorzata pontosan akkor oszthato 30-cal, ha oszthato a 2, 3, és 5
mindegyikével, hiszen ezek a szamok relativ primek és szorzatuk 30. Legyen a 2-vel nem
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oszthato szorzatot add dobassorozatok halmaza A, a 3-mal nem oszthatok halmaza B, az
5-tel nem oszthatok halmaza C'. A keresett események szdma a logikai szita formula alapjan

6" —|A] = |B| - |C|+|ANB|+|ANC|+|BNC|—|AnBNC|. 1 pont

A dobésok szorzata pontosan akkor nem oszthaté 2-vel, ha minden dobott szdm pératlan
—az 1, 3, 5 valamelyike— ezért |A| = 3*. Készitiink ennek mintajéra egy osszefoglalo tabla-
zatot. Minden sorban elGszor megadjuk a vizsgélt halmazt, mellette szerepel, hogy miket
dobhatunk ahhoz, hogy az eredmény ebbe a halmazba tartozzon, végiil megadjuk a sornak
megfelel¢ halmaz elemszamét:

A 1,3,5 3

B 1,2,4,5 |4*

C 1,2,3,4,6 | 5*
ANB 1,5 24
ANC 1,3 24
BNnC 1,24 3t
ANBNC 1 14

1 pont

A logikai szitdbol kiszamolva 6% — 3* — 4% — 5% + 2% + 24 4 3% — 11 = 446, tehat annak a
valészintisége, hogy a dobott szamok szorzata oszthatd 30-cal 446/1296 ~ 0.344. 1 pont

(b) Egyetlen olyan dobéassorozat van, amelyben minden dobott szam a 6. Ekkor a dobasok
Osszegének 0tos maradéka 4. Fzt az esetet tegyiik félre s vizsgaljuk a tébbit.

A tovabbi dobassorozatok szdma 6* —1, ezek mindegyikében van nem 6-os szam. Azt allit-
juk, hogy minden lehetséges 6t6s maradék ugyanannyiszor fordul els, igy az esetek 6todében
lesz a dobasok Gsszege Ottel oszthato. 1 pont

Tekintsiink egy tetszGleges dobassorozatot. Ebben legyen a legelsé nem 6-os dobds a
k-ik. Most a k-iktol kiilonb6z6 6sszes eredményt rogzitjiik, a k-ik dobas értékét pedig veé-
gigfuttatjuk az 1, 2, 3, 4, 5 szamok mindegyikén. Igy éppen 6t dobassorozatot kapunk, ezek
0t0s maradéka mind kiilonb6z6. Ezek szerint az 6tds maradékok szerinti minden csoporthoz
éppen (6* — 1)/5 dobassorozat tartozik.
§=1 959

A feladat kérdésére a valasz 6 = 206"

2 pont

Osszesen: 7 pont.
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