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OKTATASI HIVATAL

A 2023/2024. tanévi

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
masodik fordulé

MATEMATIKA II. KATEGORIA
(gimnazium)
Javitasi-értékelési atmutato

1. feladat Egy adatbazisban hat pozitiv egész van, ezek modusza 10, medianja 12, atlaga
15. Legalabb mekkora a szoras, ha az atlagtol vett atlagos abszolut eltérés 6-nal nagyobb?

Megoldas: Jelolje a hat szamot 0 < a < b < c¢ < d < e < f. A medidn definicioja
alapjan (¢ +d)/2 = 12, igy ¢ < 12 és 12 < d. Mivel az adatoknak egyetlen modusza
van, ezért a 10 a leggyakrabban el6fordulé szam. Mivel 12 < d, ezért két eset lehetséges: (i)
a=0b=c=10, vagy (ii) két darab 10-es van, a tébbi szam pedig paronként mind kiilonb6z6.

1 pont

(i) Ebben az esetben d = 14, az atlag miatt pedig (310 + 14 + e + f)/6 = 15, azaz

e+ f =46, tehat f = 46 — e. Az atlagtol vett atlagos abszolut eltérésre vonatkozo feltétel

szerint
310 — 15| + |14 — 15| + |e — 15| 4 |(46 — e) — 15| -6

6

Ebbdl adodik, hogy |e—15|+|31—e| > 20. A bal oldal esetiinkben nem lehet 20-nal nagyobb,
hiszen 14 < e < 23. Igy e = 14 esetén |e — 15| + [31 — e = 18, 14 < e < 23 esetén pedig

le — 15| + |31 — e| = 16. 2 pont
(ii) Ha a = b = 10, akkor ¢ = 11 és d = 13, ekkor az e és f szamokra pontosan ugyanazok
a feltételek teljesiilnek, mint az (i) esetben. 1 pont

Mar csak az az eset maradt, ha a < 10, b = ¢ =10 és d = 14. Ekkor a + e + f = 56, az
atlagtol vett atlagos abszolit eltérésre vonatkozo feltétel szerint

ja— 15 +2- |10 — 15| + [14 — 15| + [e — 15| + |(46 —¢) = 15] _

1
: (1)
Mivel a < 15, e és f is legaldbb 15, igy a bal oldal szamlalojaban
la— 15|+ |e—=15|+|f —=15|=(15—a)+ (e—15)+ (f —15) = (a+ e+ f —2a) — 15 =
= (56 — 2a) — 15 = 41 — 2a.
Ezt beirva (1)-be és 6-tal szorozva kapjuk, hogy 52 — 2a > 36, amibdl a < 8. 1 pont
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MATEMATIKA TII. kategoria Javitasi-értékelési utmutatod

A szérés akkor lesz a legkisebb, ha a = 7, e = 24 és f = 25 és ekkor az értéke

6 3

Vizsgaljuk meg ugyanis a szorés kifejezésében az a, e és f értékétol fligegs részeket a gyokjel
alatt allo tort szamlalojdban. Amennyiben a értékét rogzitjiik, ezzel egyiitt e + f értékét is
megadjuk. Legyen a két legnagyobb szam atlaga (e+ f)/2 =g ése=g—x, f = g+x. Mivel
egyetlen modusz van, ezért x > 0. A szorasban ((g—z)—15)2+((g+z)—15)? = (g—15)?+2?
az x valtozo szigortian moonoton nové fiiggvénye, ezért a szoras akkor a legkisebb, ha e és f
minél kozelebb van egymashoz. Ha g tortrésze 0 vagy 1/2, akkor ennek megfelel6en = rendre
1 vagy 1/2. Ebbdl, és az a < 8 feltételbdl kaptuk meg a szoras legkisebb értékeét.

\/(7 —15)2+2- (10— 15)° + (14 - 15)* 4 (24— 15) + (25 - 15)* _  [37

|37
Az adatbazis szamainak az adott feltételek mellett a szorasa legalabb 2 - 3 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. feladat Hatarozzuk meg az Osszes olyan (x;y) egészekbdl allo szampart, amelyekre
teljesiil az alabbi egyenlet:
Ply-1D)+yie—1)=1

Megoldas: Atalakitva az egyenletet 22y —2%+y?r—y? = 1, ami dtrendezhetd a kovetkezd
alakba:

vy(x+y+2) — (z+y)? =1 1 pont

Vezessiik be az a = xy és b = z + y jeloléseket, ekkor az egyenlet a(b+ 2) — b* = 1, amib6l
¥+1 b —4+5 5

“Thr2 T b2 Trra pon

Ezért b+ 2 az 5 valamely osztoja, a lehetséges értékek: -5, -1, 1, 5. 1 pont

Ebbdl a lehetséges (a;b) értékparok: (-10;-7), (-10;-3), (2:-1), (2;3). 1 pont

Visszairva ezeket kapunk négy masodfoku egyenletrendszert (z;y)-ra, ebbdl kettének
lesznek egészek a megoldéasai. A feladatban szerepls egyenlet a kovetkezs (x;y) szampéarok
esetén teljesiil: (-5;2), (2;-5), (1;2) és (2;1). 2 pont

Osszesen: 7 pont

3. feladat Az ABCD trapéz AD oldala parhuzamos a BC oldallal, az A cstcsanal levs
szoge 120°-0s, az AB oldal felez6pontja legyen E. Az EFAD haromszog koré irhatd kor
kozéppontja legyen Op, a BEC haromszog koré irhato kor kozéppontja legyen O,. Hanyad
része az £EO,05 haromszog teriilete az ABCD trapéz teriiletének?

Megoldas: Abranknak megfelelGen iranyitott szogekkel dolgozunk. Az XY Z/ azt az
irdnyitott szoget jeldlje, amivel az Y-bol indulé Y X félegyenest Y koriil forgatva az Y2
felegyenesbe jutunk. Abranknak megfelelden tekintsiik pozitiv iranynak a CBE/ sziget,
ekkor ugyanigy pozitv szog lesz CED/ és EAD/.

Az O kozépponta kérben az FD hurhoz tartozé keriileti szog FAD/ = 120°, igy a
megfelels kdzépponti szog 240°. Tekintsiik az O1 E D haromszoget, ez egyenl§ széri, O;-nél
a szoge 120°, igy O1ED/ = 30° és oldalainak aranya

% = L 2 pont

ED /3
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MATEMATIKA TII. kategoria Javitasi-értékelési utmutatod

Hasonloan az Oy kozéppontu korben a C'E hirhoz tartozé keriileti szog C BE/ = 60°, a
megfelel§ kozépponti szog 120°, amib6l O EC/ = 30° és
OE 1
EC 3
A fentiekbdl kovetkezik, hogy FO,05 haromszog hasonld az EDC haromszoghoz és a

hasonlésag aranya 1: /3. A teriileteik aranya a hasonlosag ardnyanak négyzete, azaz 1 : 3.
2 pont

Jelolje a trapéz magassagat m. Ekkor a trapéz teriilete

BC-m AD-m
Tapcp = Tapc +Tacp = 5 + 5 = 2(Tepc + Trap)-

Azt kaptuk, hogy Tppc + Tgap a trapéz teriiletének a fele. Ezt a két haromszoget kivonva

a trapézbol kapjuk, hogy Trpc is a trapéz teriiletének a fele. 2 pont
Igy az FO,0, haromszog teriilete a trapéz teriiletének felének a harmada, azaz a trapéz

teriiletének a hatoda. 1 pont
Osszesen: 7 pont

1 1
4. feladat Az = # 0 olyan valés szam, amelyre x? + — s x° + — 1s racionalis szamok.
x x

1
Bizonyitsuk be, hogy ekkor x + — szintén raciondlis szam.
x

Megoldas: Vezessiik be a
1
Tk = $k + A
x
jelolést, ahol k pozitiv egész szam. Ha T}, racionélis, akkor Ty is az, hiszen Ty, = TZ — 2.
Mivel Ty és Ty is racionalis, igy az iménti észrevétel alapjan Ty és T is raciondlis. 2 pont
Vegyiik észre, hogy

TyTy =T +Ts, &s 15Ty =T+ Tg,

ezekbdl T10 = TgTQ - Tﬁ == TQ(TS - T4 + 1) 2 pOIlt
Ebbdl adodik, hogy T5 racionélis, ezért T is racionélis. 1 pont

Tekintettel arra, hogy 15Ty = T, + Tg, kovetkezik, hogy T; értéke is racionalis. 2 pont
Osszesen: 7 pont
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