Adh2-3m 0304

1. Egy valos szdmokbol 4ll6 sorozatot a kovetkezd rekurzidval adunk meg:
a, x, =2;
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b, x,,,=n+x; +..+x,,haaz n>1.

Bizonyitsuk be, hogy a sorozat elemei kdz6tt nincsen négyzetszam!
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Vonjuk ki ebbdl a b, egyenletet. x, , —x,,, =1+x.
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Mo: x,,, =n+1+x/ +..+x, +x

azaz x,, =x.,, +x,,, +1. Tegyiik fel, hogy x,,, =k’ négyzetszdm lenne, ekkor az

egyenletet 4-gyel szorozva kapjuk, hogy 4k* -3 = (2x + 1)2 , amit szorzatta alakitva
(2k +2x

egészek, ezért csak a 3*1 felbontés johet szoba, amibdl k=1 és x,,, =0 jonne ki, ami

n+l

+ 1)(2k —2x,,,— 1) =3 egyenlethez jutunk. Mivel a sorozat elemei pozitiv

n+l

ellentmondas.

2. Az O kdzéppontii AB atmérdjli r sugaru korhoz az OA félegyenes A ponton tali
meghosszabitasanak tetszéleges C pontjabdl érintét hlizunk a kérhoz. Legyen az A
pontbol az érintdre allitott merdleges talppontja a P pont. Hatarozzuk meg a C pontot
ugy, hogy a PB tavolsag a lehetd legnagyobb legyen!

Mo: Jeldlje x azt a tdvolsagot, amennyivel AP révidebb r-nél. Ekkor PT =2+/r* —x* ,
igy PTB derékszogli haromszogbdl
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PB* =PT*+TB* =-3x> +2rx+5r* = —S[x—gj + 6; ; ennek x=r/3-nal van
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maximuma, ¢s PB maximuma —.
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3. Legfeljebb hany egész szdm adhaté meg ugy, hogy semelyik kettd dsszege, semelyik
kettd kiilonbsége és semelyik kettd szorzata se legyen oszthato 2004-gyel?

Mo: Ha semelyik kettd kiilonbsége nem lehet oszthaté 2004-gyel, akkor nem lehetnek
ugyanabban a maradékosztalyban, igy legfeljebb 2004 db szdm adhat6 meg
(0,1,2,...,2003 maradékosztalyok). Ha semelyik kettd 6sszege sem lehet oszthatd 2004-
gyel, akkor (1;2003); (2;2002);...;(1001;1003) parokbdl is az egyik kiesik, igy legfeljebb
2004-1001=1003 db szam adhaté meg. Ha semelyik kettd szorzata sem oszthatd

2004(= 2% -3-167) -gyel, akkor a legkevesebb szdmot akkor vessziik ki, ha a 167-tel

oszthato szamok keriilnek ki és igy a szorzat biztosan nem lehet oszthato 2004-gyel. A
167-tel oszthaté szdmokbol 7 van (0,167,334, 501, 668, 835, 1002; vagy a kozépso 5
helyett a 2004-167, 2004-334, 2004-501, 2004-668, 2004-635).

Tehat legfeljebb 1003-7=996 db szam adhaté meg, és ez a fentiek szerint meg is valosul.



