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Megoldésok és javitdsi Gtmutaté
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1, Mely p és g pozitiv primszamra és n egész szamra teljesl az n’ :p2 +q° +pzq-2 Ossze-

fliggés?
Megoldds. Ha p ¢s g is paratlan primszam, akkor a jobb oldal 4-gyel osztva 3 maradékot
ad, hiszen egy paratlan szam négyzetének 4-es maradéka 1.
n? viszont nem adhat 4-gyel osztva 3 maradékot, igy p és ¢ valamelyikének értcke 2.
Ha példaul p=2. akkor n’= Sqr2 +4.
Ekkor n — 4= 5q2 alapjan (n —=2)(n+2)= 5g2.
Mivel n —2 <n+2, ezért csak a kivetkez esetek lehelsé gesek:

n-2 | 5@ | s | osg | 0 | g4 |5 |
2|

w2 | ot |2 | = | %
ahol n? :ng +4 alapjan g csak paratlan prim lehet.
Az egyes esetekben (n+2)—(n—2)=4 alapjin rendre ng —1=4, 5- q2 =4, 4g=4,
5q> —1=4, 4g=4, ¢* — 5=4 adédik.

A felirt esetek alapjan csak az utolso lehetséges, azaz gﬁ =9, ekkor pedig ¢ =3.

Ha most g =3, akkor n?=49, igy n==7.

Ekkor tehit p=2, g=3, n==x7, igy a megoldisok szimmetridjat is figyelembe véve:

P 2 2 3 3
q 3 3 2 2
n 7 =7 7 =7

2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Hidnyos (nem teljes) végeredményért a feladat megoldisdra legfeljebb
5 pont adhaté.

2. Az ABC hiromszig sikjanak tetszbleges P pontjabdl a hiromszig magassigvonalaira
allitott merdlegesek talppontja X. Y és Z. Bizonyitsuk be, hogy az XY Z haromszig
hasonlé az ABC' haromszighéz.



Megoldas. Haszndljuk a kévetkezS dbra jeldléseit:

A

Mivel MXPq=MYPq=MZPg=90°,
ezért X, Y &s Z rajta van az M P szakasz
Thalész-korén.

ey az M, Y, X, P, Z pontok egy korén
vannak.

A PZMY négyszdg hirnégyszig vol-
ta miatt Y PZ<<+ZMY<1=180°, mert a
szemkizti szogek osszege 180°.

A BMC<« és a BAC< merdleges szi-
ra szigek, mégpedig tgy, hogy dsszegiik
180°, igy

ZMY <=180° — BAC<=180° — x.

A PZY X négyszog is hirnégyszig, ezért Y PZ<=Y X Z <, hiszen az Y Z oldal a masik

két csticsbal azonos szdg alatt latszik.
fey az MY X Z himégyszig ¥ X Z szige a,
IMYA+YPZa4=ZMY<q+Y X

Teljesen hasonld maédon adodik, hogy X ZY

A szdgek egyezése alapjin pedig az ABC és az XY Z hdaromszigek hasonlésidga mér

bizonyitott.

3. Az xy. ®>, T3, T4. T5 nemnegativ szamok
LTy +T2T3 +

dsszeg maximumat!

hiszen
Zg=180° —q+ Y X Z< = 180°.

q=7és XZY<=p.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

Osszege 5. Hatarozzuk meg az

T3T4+ TATS

Megoldds, Az A=xx) +T2T3 + T3T4 + T4xs5 jeliléssel legyen oy az T, T2, T3, T4. T5
szamok kizdl a legnagyobb szam vagy a legnagyobbak egyike, ahol k=1, 2, 3, 4, 5.

Ha k=1, akkor

A<D 4+ 21234+ 2124 + 21 T5 =T (T2 + T3+ T4+ T5) =T (T] + T2 + T3+ T4+ T5 — T ).

Mivel | + 2+ x3+134+35=5, ezérl

A<z (5—x).

Felhasznalva, hogy z(5—x)=— — ( E

5

2 s
<2 4
= =73

7 adadik.

Ha k=5, akkor az el6z6 esethez hasonlé médon

A<zs(zy+or+a3+ay)=a5(@ 1 + T2+ 3+ X4+ 25— 25) =255 —25) <

4—|¥j

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Ha pedig k értéke 2, 3 vagy 4. akkor
A<ep(ei+. 4 Tp_ )+ Tp(Ep +.. . +25)=

=TT+ T+ T3+ Ty + 25— ) = TR(S— k).
25 5%° .25
Ekkor is igaz, hogy A < = (g;k - —) <=,

25 C .
A T maximalis érték el is érhetd, példaul Ggy, hogy az 6t szam koziil két szomszédosat

5
E_HCk vilasztunk, a tébbi értékét pedig O-nak.

wn

Egy konkrét megvaldsitas az x| =y ==, x3=z4=x5=0 vilasztis.

2

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az l-es és 5-0s szamjegyek felhasznaldsaval hany kiillonb&zd 15-tel oszthato 15-jegyti
pozitiv egész szam allithato eld, ha két 5-6s nem lehet szomszédos?!

Megoldas. 15=3-5 alapjdn az utolsé szamjegy csak 5 Iehet, eldtte csak 1-es allhat, és a
szamjegyek Osszege oszthato 3-mal.

A szamjegydsszeg ¢ darab 5-0s esetén: Sz +(15—z)- 1=15+4x. lgy x értéke csak 3k
alaku lehet. De x> 8 nem lehetséges a szomszédossag elkeriilésének alapjan, ezért «
éricke 3 vagy 6 lehet.

I.z=3
‘ LTI [T [ Jufs]

13 db hely

A még liresen hagyott 13 helyre 3 darab 5-8s és 11 darab 1-es szamjegyet kell megfele-
IGen sorbarakni gy, hogy két 5-06s ne keriiljon egymds mellé. A 11 darab 1-es soriban
igy a két 5-0s szamara 12 hely maradt (az els6 1-es elott, barmelyik kettd kozott és az

p . . o e s . 12 .
utolsa 1-es utan), ebbdl kell kettot kivalasztani, ahova az 5-Gsdket tessziik. Ez ( 5 =66

lehetdség.

II. £ =6, ekkor a 13 tres helyre 5 darab 5-0s és 8 darab 1-es szamjegyet kell sorbarakni
meglelelden. Ismét az 1-esek soriban Osszesen 9 helyre tehetjik az 5 darab 5-6st, ez

9
(i) =126 lehetdség.

. 12 9 : i T NP S
Osszesen tehat (2 ) + (S) =66+ 126=192 megteleld 15-jegyl szam dllithato eld.

1 pont

3 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés.
Néhany megfeleld szam megadasaért — a teljességre valo torekvést figyelembe véve —
maximum 2 pont adhato.



