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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hatdrozza meg az 6sszes olyan z egész szdmot, amelyre 2% + 192 + 95 négyzetszam!
Megoldas. A feltétel szerint
22 4+ 19z + 95 = 3>

2?4192 4+ 95 — > = 0.

Ezt az egyenletet x-re megoldva

19+ /4y2 — 19
: .

Tip =

Ha z egész szam, akkor 4y> — 19 négyzetszdam kell, hogy legyen.
4y —19=2°
4y2 —22=19
Qy—2)2y+2)=19

kell, hogy teljesiiljon.

Mivel a 19 prim, két egész szorzatdra csak 1-19, 19-1, (—1)-(—19), (—19)-(—1) alakban
irhaté fel, de barmelyik felirasbél az y* = 25 alakhoz jutunk el.

Ezt visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe az x = —5 és az © = —14 értékekhez jutunk.

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont



2. Egy 12 egységnyi alapt egyenld szard haromszogbe félkort frunk ugy, hogy a félkor at-
mér6je a hdromszog alapjan van, a félkor ive pedig érinti a haromszog szdrait. Mekkora a
félkor sugara, ha a félkoriv az alaphoz tartozé magassagot a csicshoz kozelebbi harmadol6-
pontban metszi?

Megoldas. Tekintsiik a kovetkezd abrat:

A
b b
H
r
B~ g °C
6 I 6
Az édbra jeloléseit haszndlva a feltételek szerint az AF = m jelolést is bevezetve
2
FH=r= 3 m.

Az FC A derékszogli haromszog teriiletének kétszeresére teljesiil, hogy 6m = br.

Mivel m = %r, ezért 6 - %r:br, azaz b =09.

Az AFC derékszogli hdromszogre Pitagorasz tételét alkalmazva FC? + FA? = AC?, azaz
6> +m’ =9

adédik, ahonnan m = v/45 = 3v/5 adédik.

2
Ha pedig r = 3 akkor r = 2v/5 = v/20.

1 pont

2 pont

1 pont
1 pont

2 pont

Osszesen:

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy derékszogili haromszog koriilirt és beirt korének kdzéppontjat
0sszekots egyenes az dtfogéval 45°-0s szoget zér be, akkor a hdromszog egyik szoge 30°-o0s.

Megoldas. Tekintsiik a kovetkezd dbrat, ahol a = b . :

A
C
T b
1o
¢ T

R = 10

7)

1

B a P C

7 pont



Abrénk jeldlései alapjan K a beirt kor kozéppontja, r a kor sugara, mig O a koriilirt kor
kozéppontja, a kor sugara pedig R.

Az A csucsbdl huzott érintGszakaszok hossza b — r, a B csucsbdl huzott érintGszakaszok

hossza pedig a — r, hiszen a PCQK négyszdg négyzet. 1 pont
i 5 4 a+b—c
Mivel AT =b—rés BT =a—1,ezért c=b—1+ a — r, ahonnan r = — 1 pont
Thalész tétele miatt OA = R, igy OT = R — (b—r), azaz
c a+b—-c a—2>b
T=-—(b- = ) 1
(0] 5 (b > ) 5 pont
—b h—
A feltétel szerint TOK< = 45°, ezért OT = KT, igy a4 5= a +2 c 1 pont
A Kkapott 0sszefiiggésbdl ¢ = 2b adddik. 1 pont
Ha pedig egy derékszogli haromszogben ¢ = 2b, akkor a BC' oldalra vonatkozé tiikrozéssel
kozvetleniil adédik (az ABA’ hdromszog szabélyos volta miatt), hogy ABC'<t = 30°, ahol
A" az A csiics tiikorképe. 2 pont
Osszesen: 7 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy
a) 2*°** 42 nem lehet két négyzetszam Osszege,
b) 2209 4+ 2 pedig felbonthaté két négyzetszam osszegére.
Megoldas.
a) 22004 4 2 oszthaté 3-mal, mert 2-nek a 3-as maradéka —1, igy 22°* + 2 maradéka
(—1)2004 + 2, azaz 3, ami 0 maradéknak felel meg. 1 pont
22004 4 5 = (26)334 + 2 alapjdn a 9-es maradékot vizsgalva 22°%* + 2 = 64°** + 2 9-es ma-
radéka 1 4 2 = 3, hiszen 64 maradéka 9-cel osztva 1. 1 pont
Az el6zbek alapjan 2°%* + 2 = 9k + 3 alakd, ahol k pozitiv egész szam.
Tehdt 229 42 = 2% + y® esetén (x € Z, y € Z)
(1) 2’ +y* =9k +3
alakud. 1 pont
Egy négyzetszam 3-as maradéka csak 0 vagy 1 lehet, ezért az (1) egyenlet alapjan x = 3a,
y = 3b-nek kell teljesiilnie, ahol a € N, b € N. Ekkor viszont 9(a* +b*) = 3(3k + 1) adédik,
ami lehetetlen, hiszen a bal oldal oszthaté 9-cel, a jobb oldal pedig nem. 1 pont



b) Az (a —b)* + (a + b)* = 2(a® + b?) azonossdgra gondolva
(a—1)7+(a+1) =d>+a>+2=2d%+2.
Ha most a = 2'", b = 1, akkor
(21002 _ 1)2 + (21002 + 1)2 —0.02004 L 9 _ 92005 4 o

27 2

ami nyilvanvaléan egy megfeleld el6allitas.

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: a b) részre barmilyen megfelels el@éllitds esetén is 3 pont adhato.

5. Négy valés szambol paronként kéttagi Osszegeket képziink. A hat Osszeg koziil négy
darab racionalis, kett$ irraciondlis. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az eredeti négy szam Osszege
raciondlis.

Megoldas. Az eredeti négy szdm

— mindegyike nem lehet raciondlis a feltétel miatt,

— koziil nem lehet pontosan hdrom raciondlis, mert ekkor az Osszegek kozott harom irra-
cionalis lenne,

— koziil nem lehet kettd raciondlis és kettd irraciondlis, mert ekkor legaldbb négy Osszeg
irraciondlis lenne,

— koziil nem lehet pontosan egy raciondlis, mert ekkor legaldbb hirom Osszeg irraciondlis
lenne.

Tehat mind a négy szdm csak irraciondlis lehet.

A négy irraciondlis szdm legyen i, 1, 13, i4! Ekkor két eset lehetséges az Osszegeket te-
kintve. Vagy két azonos tagot tartalmazo 6sszeg értéke irraciondlis, vagy pedig két-két kiilon-
boz0 tag Osszege irraciondlis értékd.

Az elsd eset lehetetlen, mert példdul iy + i, = 4', i + i3 = i” esetén iy + 4, 1o + i3, 2 + i4,
13 + 14 is raciondlis, ezért a négy Osszeg alapjan i4 = r| — i1, i3 = 1y — iy, 12y @2 + ig =
r1+ (ia —41) és i3 +iq4 = r1 + 12 — (i1 + 12). Ha pedig i + i4 és i3 + i4 is raciondlis szdm,
akkor ez valéban lehetetlen.

A masodik esetben példaul iy + iy = ry €s i3 + 4 = 77, ekkor viszont ¢; + iy + i3 + iqg =
r1 + 1, ami raciondlis szdm, ezért a feladat allitdsa helyes.

Egy megfelels elallitas példaul: v2, 1+ V2, —v2, 1 — V2.

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont



