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Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Hatdrozza meg az a, b, c egészek értékét ugy, hogy a kovetkezd egyenl6ség minden valds
z-re teljesiiljon:
(x—a) - (x—10)+1=(x+b) (x+c).

Megoldas.

(x—a) - (x—=10)+1=(z+b) - (x+¢)
2 —(a4+10) -2+ 14 10a = 2* + (b +¢) - = + be.

Minden valés x-re igaz az egyenldség, ezért « = O-ra is. Az x = 0-t behelyettesitve:

1+ 10a = be. @

Minden valés x-re igaz az egyenldség, ezért « = 1-re is, ezt behelyettesitve:

—(a+10) 4+ 14 10a = (b + ¢) + be.

A két egyenletet egymdsbdl kivonva

(IT) — (1) : —a—10=b+c. (IT)
Mivel minden valds z-re teljesiilnie kell az egyenletnek, ezért © = —b-re is igaz. (A b és ¢
szerepe szimmetrikus, ezért x = —c-t is behelyettesithetiink.)

Behelyettesitve x = —b-t, az egyenldség jobb oldalan O all:
(=b—a)-(=b—10)+1=(=b+b) - (—=b+c)
(=b—a)-(—=b—10) = —1
(b+a)-(b+10)=—1.

Mivel a és b egészek, ezért két megoldés lehet: b+a=1¢8s b+ 10=—1 vagy b+a = —1
és b+ 10 = 1.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont



Az egyenletrendszert megoldva és (I)-be és (II)-be visszahelyettesitve megkaphatjuk c-t.
A két megoldas:

a=38 a=12
b=-9 és b=—-11
C:—9 C:—ll

(Ez a két szamharmas tényleg megoldasa a feladatnak.)

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. At teriilet, m magassagi ABC' D hurtrapéz alapjai AB és C'D, az atlok metszéspontja
M, a trapéz koriilirt kozéppontja O. A BC oldal felez6pontja F, az AD oldalé pedig F.
Bizonyitsuk be, hogy ha t = m?, akkor az OEMF négyszog rombusz.

Megoldas. Tekintsiik a kovetkezd abrat:

Az AB = a, OD = c jeldléssel BT = 2 fgy

a—c a—+c
AT =a — =
“T 2

ezért m - aT+c =t alapjan AT = m.
Az ATC derékszogli haromszogben AT = T'C = m, ezért a haromszog egyenld szard de-
rékszogl, igy BAC < = 45°.

Az ABM egyenl$ széard haromszog alapon fekvd szogei 45 fokosak, ezért AM B<t = 90°,
azaz BMC< értéke is 90°.

Az OACK = x jeloléssel az AOC egyenl$ szart haromszogb6l AOC'< = 180° — 2.
Ezek alapjan a BOC egyenld szari haromszog BOC' szoge

360° — AOC< — AOB<t = 360° — (180° — 2z) — (90° 4 2z) = 90°.
Tehdt BMC< = BOC< =90°, ami azt jelenti, hogy a BMC' és BOC ko6z6s BC' alapu de-

rékszogl haromszog BC' atfogdjanak E felezOpontjara Thalész tétele alapjan EB = EC =
= FO = EM teljesiil.

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont



Ha pedig EO = EM és a trapéz szimmetrikus, akkor EM = M F és EO = FO. Ekkor
pedig az OEM F négyszog mindegyik oldala egyenl$ hosszd. 1 pont

A négyszog oldalai egyenld hosszidak (OM még szimmetriatengely is), igy a négyszog — ami
konvex — biztosan rombusz. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2
-1
3. Hatdrozzuk meg a valés szdmok halmazan értelmezett f(x) = - fliggvény leg-
2?43z +4

kisebb és legnagyobb értékét!

Megoldas. A fiiggvény minden valés szdmra értelmezett, mert

5 3\* 7

Jeloljiik p-vel a fiiggvény dltal felvett értékek barmelyikét! Ekkor a pz? +3pz +4p = 2* — 1,

azaz a (p — 1)z* + 3px + 4p + 1 = 0 egyenletet kapjuk. 1 pont
Egyenletiinknek biztosan van megoldédsa z-re, hiszen p az értékkészlet eleme.

p = 1 esetén az egyenlet els6foku, ekkor viszont sem minimum, sem pedig maximum nincs,

1 3 1 3
hiszen példdul f(0) = 7 és f(—2) = > mig p = 1, ahol ~ <l< 5 ha pedig p =1,
5
akkor z = —3 1 pont

Tehét szélsGérték akkor lehet, ha p # 1, azaz a (p — 1)z + 3pz + 4p + 1 = 0 masodfoki
egyenlet diszkrimindnsa nem negativ. A D diszkrimindns a kovetkezd:

D=9p* —4(p—1)dp+1)=—Tp* + 12p + 4. 1 pont

2
A —7p* 4 12p+4 > 0 egyenlGtlenség bal oldalat szorzattd alakitva —7(p — 2) (p + —> >0

7
adddik. 2 pont
2
Az egyenlGtlenség megolddsa —5 <p=s2
2
Tehdt f(x) értékeire teljesiil, hogy —5 < f(z) = 2. 1 pont

2 1
Az f(x) figgvény legkisebb értéke —7 ha = = —3 legnagyobb értéke 2, ha x = —3 a

paraméteres masodfoki egyenlet megolddsa alapjin. 1 pont

Osszesen: 7 pont



4. Az (a,) szdmsorozatot a kovetkez6 médon hatdrozzuk meg: a; = a, ahol az ,,a” szdm
pozitiv egész szdm, n = 1 esetén pedig
1

3 an, ha a,, paros szdm,
Anp41 =

2a, + 2, ha a, péaratlan szdm.

Bizonyitsuk be, hogy a = 22 4+ 5 esetén a sorozatnak tagja az 1, 2, 3, 4, 5 szamok mind-
egyike.

Megoldas. Irjuk fel a sorozat néhany elsé tagjat:

a; = 22006 + 5’ a, = 22007 + 12’ az = 22006 + 6, ag = 22005 + 3’

as =22 +8, a5 =2"" 14, a7 =22 +2,  ag=2""+1.

Most belatjuk, hogy tetsz&leges pozitiv egész n esetén tagja a sorozatnak 2" ' 41, ha 2" + 1
is a sorozat tagja.

Ha a sorozat valahdnyadik tagja 2" + 1, akkor a kovetkezd tagok 2""! 44, 2" 42,
21 4+ 1 a képzési szabily alapjan, ezzel pedig allitdsunkat igazoltuk.

Amennyiben pedig 2°°° + 1 tagja sorozatunknak, akkor — bizonyitdsunk alapjan — 22°% 41,

22001 L1 2341, 22+ 1 is.

De ha 2% 4 1 =5 tagja a sorozatnak, akkor 5-tel kezd6dden a kovetkezd tagok elemei a
sorozatnak:
.y 5,12, 6,3, 8,4, 2,1, ...

Lathato, hogy ha 5 tagja a sorozatnak, akkor az 1, 2, 3, 4 szdmok is. Ezzel pedig dllitdsunkat
igazoltuk.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



