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Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Oldjuk meg az egész szdmok halmazin a kovetkezd egyenletrendszert:
=P+ 2241 (1)
1. megoldas. A (2) egyenletbdl z-et kifejezve és az (1) egyenletbe helyettesitve a
2yz — 6y — 62 = —8

egyenlethez jutunk.
Ezt az egyenletet dtalakitva az (y — 3)(z — 3) = 5 egyenletet kapjuk.
Ebbdl:

y—3 1 5 —1 -5
-3 5 I -5 —1
y 1 8 2 )
z 8 q ) 2
x 9 9 -3 -3

Ekvivalens 4talakitisokat végeztiink, ezért az egyenletrendszer megolddsai a kovetkezd
szamharmasok (és csak azok):

(=3:2;-2), (=3:-2;2), (9%4:8), (9:8;4).

2 pont
2 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha a versenyzd csak a pozitiv megoldasokat keresi, vagy fogadja el jonak, ma-
ximum 4 pontot kaphat. Ugyanennyi jar a hidnyosan indokolt 6sszes megoldas kozléséért
is.



2. megoldas. Az elsd 1épést 1d. az 1. megoldasnal.

2-vel val6 osztds utan: yz — 3y — 3z +4 = 0.

5
Kifejezve az egyenletbdl y-t: y =3 + T3
” —

Mivel y és z is egész szamok, z — 3 csak 5 osztdja, azaz: —1, 1, —5 vagy 5 lehet.

(Innentél 1d. az 1. megoldast.)

2 pont
2 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az AB szakasz A csucshoz kozelebbi harmadolépontja H. Az AHC' és HBD szabalyos
haromszogek az AB egyenes azonos oldaldn helyezkednek el. AD és HC' metszéspontja P,
BC és HD metszéspontja ), AD és BC metszéspontja M. Hatdrozzuk meg a PQ : AB
arany értékét, és bizonyitsuk be, hogy az M, P, H, () pontok egy koron vannak.

Megoldas. Tekintsiik a kovetkez$ abrat:

D

A H B
Az dbra szerinti H BC' hdromszog H pont koriili 60°-os elforgatottja a H DA haromszog.
A forgatas kovetkeztében a () pont képe P, hiszen az AD egyenes a BC' egyenes képe, mig
a HC egyenes a HD egyenes képe.

Tehat HQ = HP, ahol a feladat feltételei alapjan QH P< = 60°. Mivel HQ = HP és
QHP< = 60°, ezért a QH P haromszog szabdlyos. gy PQ = HP.

A CAH< = DHB< = 60°, mert a feltételek szerint a CAH és a DH B hiromszog szabé-
lyos, ezért az APC haromszog és a D P H haromszog hasonlé (APC<( és D P H < csucsszo-
gek), a hasonlésagi arany pedig AC : DH = AH : HB=1:2.

2 1
A hasonlésdg alapjan HP : PC = HD : AC = 30i3z0= 2.

a = —a, igy

2
Tehit HP = PQ =3 - 5

W =

2 2
PQ:AB:§G,:G,:§.

A BM D hédromszog BM D szége 60° a forgatds miatt, ezért a PM Q) szog értéke 120°.

Az M PHQ négyszogben QH P< = 60° és PM Q< = 120°, igy az M PH(Q négyszog hiir-
négyszog, tehat a négy pont egy koron van.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Legyen x tetszGleges pozitiv egész szam, és jelolje f(x) az x szdm és x szdmjegyei Ossze-
gének kiilonbségét, ahol f(x) = 0, ha az = szdm egyjegyd. Oldjuk meg az f(f(f(z))) =9
egyenletet!

Megoldas. f(x) oszthat6 9-cel, hiszen egy szdm és a szamjegyei 0sszegének 9-es maradéka
ugyanaz.
Az f ( f (:z)) =y jeloléssel elGszor az f(y) = 9 egyenletet kell megoldani.

Az y szdm nem lehet hdromjegy(i (vagy anndl tobbjegyt), mert 100 — (94+9 +9) > 9. Az
y szam egyjegyli sem lehet, ha pedig kétjegyli, akkor y = 10a 4+ b alaku, ekkor pedig
10a +b— (a +b) =9a =9 alapjan a = 1.

Tehat y lehetséges értékei 10, 11, 12, ..., 19.
Mivel f(f(z)) =y 9-cel oszthaté szdm, igy f(f(z)) értéke csak 18 lehet.
Az f(x) = z jeloléssel ekkor f(z) = 18.

Nyilvanval6, hogy z ebben az esetben is csak kétjegyli szam lehet. Ha z = 10c + d alakd,
akkor 10c + d — (¢ + d) = 9¢, 9¢ = 18 alapjéan pedig ¢ = 2.

Mivel f(x) =z 9-cel oszthaté szdm, igy f(x) értéke csak 27 lehet.

Ha pedig f(z) = 27, akkor az el6zGek alapjan az = szdm szintén csak kétjegy( lehet, azaz
10e + f alakd, ekkor pedig 10e + f — (e + f) = 9e = 27 alapjan e = 3.

Ezek alapjan z lehetséges értékei 30, 31, 32, ..., 39.

Az eredeti egyenletnek pedig valéban gyokei is a 30 < x < 39 §sszefiiggést kielégits egész
szamok.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy a (\/5 - 1)2006 = +/m —vm — 1 egyenlet megoldhaté a pozitiv
egész szdmok halmazan!

Megoldas. Jeloljiik az egyenlet bal oldalan allé szamot p-vel! Egyszer( algebrai dtalakitasok
utdn kifejezhetjiikk m-et p-vel:

p=+vm—+vm—-1
Vim —1=/m—p
m—1=m+p*—2pym
2pvm =p* + 1

w5 - (5

Megmutatjuk, hogy p + 1/p pdros egész, ebbdl kovetkezik az allitds.

2 pont

1 pont



Mivel (V2 —1)- (V24 1) =1, ezért (V2 —1)" . (V2 +1)™ =1, tehit

Végiil a Newton-féle binomiélis tétel alapjan

pt1/p= (\/5_1>2006+(\/§+1>2006:

, 2006 ,
ﬁl(_l)zoomi i Z <2096> \/51(1)20064 _

1/p = (\/§—|— 1)2006.

. 1
1=0

1003

j 2006\ , ;
. \/52] — 2 ( . > 2J7
> ]Z% 2j

hiszen a pdratlan ¢ indexekre az ellenkezd eljeld tagok kiejtik egymast, a paros 7 indexek-
hez tartoz6 tagok pedig azonosak a két dsszegben. Az igy kapott kifejezés lathatéan paros

egész.

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

5. Adott 2n + 3 pont a sikon 1gy, hogy nincs 3 egy egyenesen, és nincs 4 egy koron. Bizo-
nyitsa be, hogy mindig l1étezik egy k£ kor, ami pontosan 3 ponton megy keresztiil, és n pont

van a kor belsejében és n a koron kiviil!

Megoldas.

A 2n 4+ 3 ponttdl elég tdvol vegyiink fel
egy e egyenest, ugy, hogy minden pont az
egyenes egyik oldaldn legyen. Ez megte-
hetd, mert véges sok pontunk van. Toljuk el
e-t a ponthalmaz irdny4dba mindaddig, amig
atmegy egy ponton, legyen ez az A pont.
Most forgassuk el az e-t A kozépponttal
mig egy mdsik Bponton is dtmegy. Nem
lesz ekkor az e-n csak ez a két pont, mert
a ponthalmazunk nem tartalmaz harom egy
egyenesbe es6 pontot.

(Azaz legyen e a ponthalmaz konvex bur-
kanak egy egyenese, amin A és B a pont-
halmaz egy-egy pontja.)

Képezziik az 6sszes AP; B< szdget, ahol a maradék Py, P, ..., Po,4+1 pontok legyenek asze-
rint indexelve, hogy a nekik megfelel6 AP;B< esetén a kisebb szog kisebb indexet kapjon,

tehat AP, B< < AP,B< = ... < APy, 1 B«

Ha létezik olyan P; és P; tgy, hogy AP,B< = AP;B<, akkor P; és P; egy koron vannak,
(mert a P; és Pj az AB AP;B< szogl latékorivén vannak rajta), de a feladat feltételei nem
engednek meg 4 pontot egy koron. Tehat AP, B < AP,B< < ... < APyp+1B<, 2n+ 1

kiilonboz6 értékiink van.

2 pont

1 pont

2 pont



A 2n + 1 novekvd sorozatban az n + 1. elem a kozépsd.

A P,t1, A és B pontokon atmend kor megoldasa a feladatnak, mert a P, ..., P, n darab
pont altal meghatarozott AP; B< szogek kisebbek az AP, B< szognél, ezért a szogcsu-
csok a koron kiviil vannak. A P, y5,..., Papy1 n darab pont altal meghatarozott AP; B<
szogek nagyobbak az AP, B< szognél, ezért ezek a szogek a koron beliil helyezkednek
el, tehat a szogek megfeleld csicsa is. 2 pont

Osszesen: 7 pont



