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1. Egy sorozatot a kdvetkézmodon adunk megig = 9, ésay,1 = 3af + 4a}, hak > 0.
Bizonyitsuk be, hogy:1o legaldbb 1000 darab kilences szamjegyre %égd

Megoldas. a; = 3-9*+4-9° = 3.6561+ 4. 729= 22 599. 1 pont
Azt bizonyitjuk, hogyay. 1 legalabb kétszer annyi kilencesre védik, mint ay. 2 pont
Ha a; végénn darab kilences all, akkai, = a - 10" — 1, valamilyena egészre.
A sorozat képlete alapjan:
a1 =3 (a-10"-1)*+4.(a-10" - 1)° =
=3 (a*- 10" — 4a®- 10°" + 6a%- 10°P" — 4a - 10" 4+ 1) +
+4-(a® 10" —3¢%-10°" +30-10" — 1) =
=3a*- 10" — 84%- 10°" + 6a? - 107" —1=1b- 107" — 1.

Mivel b egészp - 10°" legaldbb 2 darab nullara védrik, tehat ha egyet levonunk i,
a kapott szam legalabm2darab kilencesre végdik. 3 pont

Lattuk, hogy a sorozat minden eleme legalabb kétszer annyi kilencegeddié mint az
el6z6, tehatayo legalabb 2° = 1024 > 1000 darab kilencesre véigik. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Bizonyitsuk be, hogy az + 2+ ...+ n 6sszeg semmilyen természetes szam esetén sem
végDHdhet sem 12-re, sem 13-ra, sem 14-re!

1. megoldés. LegyensS,, =1+ 2+ ...+ n, és irjuk fel S,-t az el® 10 esetben:

n=1 2,3, 4 5 6 7, 8 9 10 1 pont
S,—1, 3, 6, 10, 15 21 28 36 45, 55 P
Mint lathatd, az egyes helyiértéken nem talalhato 2, 4, 7, 9. Belathatd, dumjya szam-
jegyek tovabbra sem fordulnakéebz egyes helyiértéken, ugyanis Bg-bol S, 10-et kép-
zink, akkor a végmések kozott a tizféle szamjegy mindegyike pontosan egyszer Iép fel.



Mivel a szamjegyek 6sszege 45, ez8t, 1o utolsd szamjegye 5-tel nagyobb, vagy 5-tel ki-
sebbS,, utolsé szamjegyénél, viszont a hianyz6 négy éélgs éppen két olyan parba kap-
csolhat6 2 és 7, illetve 4 és 9, amelyek csak egymasbol adédhatnakitha: + 10-re at-

tériink. TehatS,, nem végddhet sem 12-re, sem 14-re. 2 pont

Lathat6, hogy a 3-as végdés viszont éifordul, és ebbbi meggondolasunk alapjay; is
3-ra véghdik, hiszenS; 8-ra végshdott. Mivel S17 = 153, tehat nem 13-ra végdik.

Ha ezt a meggondolast kétszer alkalmazztik, .o végddése és5,, végddése azonos, hi-
szen a végadéshez 245 = 90-et adunk. Tehat csak= 20k + 2 ésn = 20k + 17 esetben
lesz S,, utols6 szdmjegye 3. 2 pont

Az S,-hez hozzaadott hiisz szam 6sszege+ 1) + (n+2) + ... + (n + 20) = 20n + 210.
n = 20k + 2 esetén ez 4@0+ 250, n = 20k + 17 esetén pedig 4@0+ 550.

Ebbdl lathatd, hogy mindkét esetben, amik®y 3-ra végddik, a 10-es helyiértéken 0 és 5
valtogatja egymast, tehat a kérdéses 6sszeg csak 03-ra vagy S@ztaltvet. 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Hasznéljuk fel azS,, = Osszefliggeést! 1 pont

n(n + 1)
2

Ezt atalakitva az ¥ 85, = (2n + 1)2 Osszefliggést kapjuk. 3 pont

Ha S, rendre 12-re, 13-ra, 14-re véigne, akkor 4+ S,, 97-re, 05-re, 13-ra vé@gdik, de
egy négyzetszam nem véithet egyikre sem, hiszen a 7 és a 3 nem négyzetszam, az 5-re
végHdd szamok négyzete pedig 25-re végik. 3 pont

Osszesen: 7 pont

3. Legyen A,, = {1;,2;3;...;n}, aholn > 3. Tekintsiik azA4,, halmaz olyan haromelem{
részhalmazait, amelyek elemei egy haromszég oldalhosszai lehetnek. Azulgglonsagu
haromelem( részhalmazok szanfét)-nel jeldljuk. Mekkoran értéke, ha

f(n+1) — f(n) = 1007

Megoldas. Az f(n) fuggvényt rekurziv modon fogjuk megadni. Ha

fn+1) = f(n)+g(n),
akkor g(n) azon haromszégek szama, amelyekre igaz, hogy a haromszég legbaigala
n+ 1.

g(n) értékének meghatarozasahoz az olyany; n + 1) szamharmasok szamat kell megadni,
amelyekre I< x <y <n+1 ésx+y >n+ 1 teljesil, aholr,y € N, 1 pont



(I.) Ha n paros, akkor

x = 2-re y lehetséges értékei:n; 1-féle,
x = 3-ra y lehetséges értékei:n — 1, n; 2-féle,
x = 4-re y lehetséges értékei:n — 2, n — 1, n; 3-féle,
T = g-re y lehetséges értékei:g +2,...,n; (g — 1) -féle,

2 . .
T = n;L -re y lehetséges értékel:% +2,...,n; (g - 1) -féle,

r=n—1-re y lehetséges értékei:n; 1-féle. 1 pont
g(n) tehat 2 <1+ 2434...+ % - 1) értéki, azaz(n) = n(n4_2) 1 pont
(I) Ha n pératlan, akkor az k6 esethez teljesen hasonlé médon a
n—3 n—1 n—3 n-5
g(n)—<1+2+3+...+ > >—|— 5 —|-< >t +...+l>
. (n—1)°
Osszefliggést kapjuk, ahonnafm) = YR 2 pont
-2 . —1)?
A két esetben igyf(n +1) — f(n) = % iletve (n ) ) .
Feladatunk szerinf(n + 1) — f(n) = g(n) = 100.
Az n(n4_2) = 100 esetben nem kapunk megoldast. 1 pont
(n—1)? -
Ha pedlgT = 100, akkorn-re n = 21 adodik. 1 pont
Osszesen: 7 pont
4. Az A, B, C, D ésE egy kor kerilletének olyan pont- - D
jai, amelyekre igaz, hogy B

ABC« =CDE« = BCD« = 45°.

Bizonyitsuk be, hogy

AB? + CD? = BC? + DE>.



1. megoldas.
D Jeloljuk a kor kozéppontjék'-val és legyen a kor sugara
B r. Hlzzuk be azAD, BE, BD, EC és AC hurokat.

Legyen azAD és BC hudrok metszéspontjd/, a BE €s
CD hurok metszéspontjd/.

A K E " Mivel ABC< az AC ivhez tartozo keriileti sz6g, 4baz
ugyanezen az iven nyugvd K C kozépponti szdg 90
Ugyanezért azz K C kézépponti szdg is 900s, tehat az
AFE hur a kor atmédje (20 hosszusagu). 2 pont
C

Mivel BCD és BED szdgek egyarant 8D iven nyugvo kerileti szdgek, ezért egy@nl
tehdt BED< = 45°, ezért DN E haromszdg két szbge 4®s, tehatE N D egyenbszard
derékszogl haromszog.

UgyanigyAM B, CM D ésCN B is egyenbszart derékszégli haromszogek. 1 pont

A B Az ABCD, illetve a DEC B négyszogek hurtrapézold B
ésCD, illetve ED ésC B oldalaik paronkénti parhuzamos-
sdga az adott valtoszégparok kdvetkezménye), amelyek sza-
V2r M rainak hosszav2 az AKC, CKE és BKD derékszog(i
haromszogeld. 1 pont

Az AMC derékszogli haromszdgben felirva a Pitagorasz-
c D tételt (és felhasznalva, hogyM B €és DM C egyenbszard
derékszdgl haromszogek):

AM? + MC? = AC?,

(1) <j4/l;>2 + (?g)z = 2r2, 1 pont

Ugyanigy felirva Plthagorasz tételétaC' B hurtrapézD N B derékszogl haromszogére:

DN? + NB? = DB?,

2 2
2) (?/?) + <?>;> = 2r?, 1 pont
(1) és (2) 6sszehasonlitasabdl adodik az allitas. 1 pont

Osszesen: 7 pont



1/a. megoldas. (A hartrapézok felismerésével bezaréan azonos @zehegoldassal. 4 pont)

Innen:

A A trapézok magassaganak behluzaséaval olyan derékszogl hégmkisez ju-
tunk, amelyeknek egyik befogoja az alapok kiilénbségének fele, méasigdja
az alapok szamtani kdzepe (Thalész tételét alkalmazvadB ésCM D, il-
letve aDNFE és BNC egyenbszaru derékszdgl haromszogekben), atfogojuk
hossza pedigV/2.

AAl:M, AlC:MAC:%\fZ.
A C 2 2

E haromszogekre irjuk fel Plithagorasz tételét:

AB + CD\? D — ABY?
(1) < ;C )+<C 5 >:2r2. 1 pont

Hasonléan aB DD, haromszdégre is (ahadD, a trapéz magassaganak talppontja):

DE+BCY (BC—DEY
2) +BC + ¢ =212, 1 pont
2 2
(1) és (2) osszehasonlitasabdél adddik a bizonyitandé allitasa. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Huzzuk be azAB, BE, BD, EC és AC hurokat.

Mivel ABC< az AC ivhez tartoz6 kerileti szog, 45az ugyanezen az iven nyugwi C
kdzépponti sz6g 90 Ugyanezért aZe KC és BK D kbdzépponti szégek is 98osak, tehat
AE a kor atmébje. 2 pont

Az ABCD, illetve aDEC B négyszogek hurtrapézokd B ésC D, illetve ED ésC B olda-
laik paronkénti parhuzamossaga az adott valtoszogpéarok kovetkgenédmelyek szarainak
hosszaryv'2 az AKC, EKC és BK D derékszog(i haromszogekb 1 pont

Alkalmazzuk Ptolemaiosz tételét az

(1) ABEC harnégyszogre: 12 BC = AB-rV2+ BE -rV/2,

2) ADEC harnégyszogre: 12 CD = DE -2+ AD - V2,

(3) ABDC harnégyszégre: AD - BC = AB-CD + 212,

(4) BDEC hurnégyszogre: CD - BE = DE - BC + 2r2. 2 pont

Hasznaljuk fel, hogy a hurtrapézok atl6i egy@mhossziak, valamint végezzik el a lehetsé-
ges egyszer(sitéseket.

Vonjuk ki egymasbdl a (3) és (4) egyenleteket:
(5) BC? - AB-CD =CD?—- DE - BC. 1 pont



Fejezzuk ki (1)-Bl BC-t, (2)-b6l C'D-t, majd a kapott egyetitégeket négyzetre emelve és
behelyettesitve (5)-be, a bizonyitand6 egg@erbhez jutunk. 1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Bergeng6ciaban Uj szamrendszert vezetnek be. A pozitiv egészeket
n:ak...alao:ak-2k+...+a1-2+ao

alakban irjak fel, ahok; € {0, 1, 2}.

Ebben a rendszerben egy szam tobbféle modon is felirhat6. Példaul:

18=2010=2-8+1-2=10010=1-16+1-2

Hanyféle kilonboé felirdsa van a 2008-nak ebben az Uj szamrendszerben?

Megoldas. Erdemes dlszor kis szamokra megkeresni a lehetséges felirasokat.

1=1 2=2=10 3=11 4=20=12=100 5=21=101 6=102=110=22

Ha azn pozitiv egész lehetséges felirasainak a szgffaj jeloli, akkor az ebbbiek alapjan:
=1 f@=2 [f@=1 f4=3 [fB)=2 [f6=3

A kovetked sejtéseket fogalmazhatjuk meg> 1 esetén: 2 pont

f2n+1) = f(n),
f(2n) = f(n) + f(n—-1).

A sejtések bizonyitasaJel6lje a vizsgalt pozitiv egész szamotés tegyuk fel, hogy = 3.

(A kovetkedkben — az egyszerliség kedvéért — megengedjik, hogy a szam reddjgny O
alljon, igy egységese(k + 1)-jegyl szamokat vizsgalhatunk.)

Haa = 2n + 1, vagyisa paratlan, akkor a Bergengéc felirasaban biztosan 1 az utolsé szam-
jegy. Tehata = ay, ...a11, vagyisa — 1= ay...a30, itt az el k jegyet f(n)-féle mdédon

i . Tehét valdban(2n + 1) = f(n). 1 pont

Haa = 2n, vagyisa paratlan, akkor az Uj szamrendszerben 0 vagy 2 az utolsé jegye.#z els
esetbera = ay, ... a10, és miveln = % =ay...a1, ezért az e k jegy f(n)-féle mdédon

adhatjuk meg, hiszen, ... a1 =

adhat6 meg. A masodik esetben= ay ...a12, vagyisa — 2 = ay, . .. a10, igy

a—2

n—1=

amire f(n — 1)-féle feliras lehetséges. Tehft2n) = f(n) + f(n — 1). 1 pont



Befejezés:Az f(1) =1 és f(2) = 2 kezdbértékek és a rekurzié segitségéyé¢P008 kis
szamolassal meghatarozhato.

£(2008 = f(1004) + f(1003 = f(502) + f(501) + f(501) = f(502) + 2f(501).
Hasonl6 médon folytatva:

£(2008 = f(251
= 7£(31

—

+3f(250) = 4f(125) + 3f(124) = 7f(62) + 3f(61) =
+ 10£(30),

+10f(30) = 17f(15) + 10f(14) = 27f(7) + 10f(6) =
+10f(2) = 37+ 20=57.

~—

£(2008 = 7f(31
= 37f(3

f(2008 = 57, ennyi kuldonboa felirasa van a 2008-nak az Uj rendszerben.

3 pont

Osszesen: 7 pont



