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Megoldasok és javitasi utmutato

1. Bizonyitsa be, hogy az,2,...,2010 szamok kozil kivalaszthaté 1005 ugy, hogy a ki-
vélasztottak szorzata négyzetszam legyen. (6 pont)

Megoldas. Pl. valasszuk ki észor a kdvetkegz 502 db szamot: 50303 .. .,1003, majd
valasszuk még ki mindegyiknek a kétszeresét! 4 pont

Ez igy dsszesen 1004 darab szam, és a szorzafidk 3022 - 503 - ...- 1003, ami négy-
zetszam. Vegylk még hozza az 1-et, és készen vagyunk. 2 pont

2. Hany olyan négyjegyl természetes szam van, amelynek szamjegyéti k@zdprimszam
€S négyzetszam is? (6 pont)
Megoldas.

H := {négyjegyli szamadk
A := {olyan négyjegyl szdmok, amelyek egyik szamjegye sem primsadm
B := {olyan négyjegyl szadmok, amelyeknek egyik szdmjegye sem négyzétszam

|H| = 9-10% |A| = 5-6% mivel a lehetséges szamjegyek: 0, 1, 4, 6, 8, 9 és &zsatimjegy

nem O; (1 pont)
|B| = 6* mivel a lehetséges szamjegyek: 2, 3, 5, 6, 7 és 8; (1 pont)
|AN B| = 2* mivel a lehetséges szamjegyek: 6 és 8. (1 pont)
igy a logikai szita formula alapjaiA U B| = |A| + |B| — |A N B| = 2360. (2 pont)
Tehat|H| — |A U B| = 6640 megadott tulajdonsagu négyjegyl szam van. (1 pont)

Azért az oOtletért, hogy egyszerlibb a nem megfektadmok szadméat meghatarozni 2 pont
adhato.

3. Zoli elfelejtette baratja hétjegyl telefonszamat. Bizonyos dolgokra mégis sni#télNem

volt benne 0, volt benne legaldbb két darab 2-es és legalabb kéi 8ema, valamint a

szamjegyek 0sszege éppen 20 volt. Ha mindenképpen fel szeretnédaiatjat, akkor leg-

rosszabb esetben hany telefonszamot kell végig prébalnia? (8 pont)



Megoldas. A biztos szamok dsszege 10, ezért a hianyzé harom szam 6sszege is 10

Szamjegy 11.8[1,27]136]1,45]226]235] 2443234

., L] 7! 7! 7! 7! 7! 7! 7! 7!
Lehebségek szamaso0 | 3o | 2131 | 2120 | 420 | 33 | 32020 | 24
Eredmény 630 420 420 1260 105 140 210 105

Osszesen 3290 szamot kell felhivni.

Pontozas:

2 hianyz6 szamjegyharmas helyes megadésa, j0 esetszammal:

4 hidnyz6 szamjegyharmas helyes megadasa, j0 esetszammal:

6 hianyz6 szamjegyharmas helyes megadésa, j0 esetszammal:

7 hianyzé szamjegyharmas helyes megadasa, j6 esetszammal:

8 hianyz6 szamjegyharmas helyes megadésa, j0 esetszammal:

Helyes vélasz: 1 pont

Ha csak a hianyzé lehetséges telefonszamjegyeket adja meg (a tablézabmls akkor
legfeljebb 2 pont adhato.

4. Mennyi a \/ 22 + (y — 16082 + \/ y2 + (z — 1206 kifejezés legkisebb értéke, haés
y valés szamok? (10 pont)

1. megoldas. Vegyuk fel a derékszogl koordinatarendszerbent g 1608, B(1206 0) és
C(z;y) pontokat. Ekkor: 3 pont

AC = \/22+ (y — 1608% és BC = \/(x — 1206 + y2. 2 pont
Tehat a haromszog egyétlenség alapjan:

AC + BC =z AB = 1/120€ + 1608 = 2010 3 pont

Pl. haxz = 0 ésy = 1608, akkor az egyetség all fenn.
Tehat a kifejezés legkisebb értéke 2010. 2 pont

2. megoldas. El6szor igazoljuk, hogy barmely, b, ¢ ésd valés szamra igaz, hogy:

Va2 + 02+ AR+ > \/(a+c)2+(b+d)2.

Mivel mindkét oldal nem negativ, ez ekvivalens azzal, hogy mindkétitohdmyzetre emel-
juk. Tehat:

a? + b2+ 20/(a2 + 0?)(P + ) + A+ d?> = (a + ¢)* + (b+ d)*.

Ebbdl rendezéssel a kdvetkezgyenbtlenséghez jutunk:

Va2e? + a2d? + b2c2 + b2d2 > ac + bd.

2 pont
3 pont
5 pont
6 pont
7 pont



Ha itt a jobb oldal negativ, akkor az egyétienség teljesul, hiszen a baloldal nem negativ.
Ha pedig a jobb oldal nem negativ, akkor mindkét oldal nem negativ és ekikivalens
azzal, hogy mindkét oldalt négyzetre emeljik. Tehat:

a%c? + a?d? + b?c? + b?d? = a®c® + 2abed + b2d?,

amibdl az
(ad — bc)*> = 0

nyilvanvalé egyerdtlenséget kapjuk. 6 pont
Legyena = z, b = 1608— y, ¢ = 1206— x ésd = y. Ekkor azt kapjuk, hogy:

\/x2+ (y — 1608% + \/y2+ (z — 1206 =

= /22 + (1608— ) + \/(1206— )% + 92 > /1208 + 1608 = 201Q 2 pont

Pl. haz = 0 ésy = 1608, akkor az egyedség all.

Tehat a kifejezés legkisebb értéke 2010. 2 pont

5. Hany kilénb6d 10 egységnégyzet terlletli, egy@dari haromszoget rajzolhatunk a
négyzetracsra ugy, hogy a haromszég egyik oldala racsvonalresaiqiedig racspontokra
illeszkedjenek? (Két haromszdget akkor tekintiink kildiinék, ha nem egybevagoak.) (10 pont)

Megoldas. A haromszdg racsvonalra illeszkedldalanak és a haromszdg ezen oldalahoz
tartoz6 magassaganak szorzata 20, és minihmiritiv egész szam, tehat a 20 10- 2,
5.4,4.5, 2-10 és 1 20 felbontasok jonnek szoba. 2 pont

Ha az egyeriiszari haromszég hosszUsagu alapja illeszkedik racsvonalra, akkor az alap
csak paros hosszusagu lehet, mert az alappal szemkdzti csucs csethelgracspont, mivel

az alappal szemkdzti csucs vetllete2 tavolsagra van az alap végpontjaitdl. A lehetséges
megoldasok:

W
2 pont

Ha az egyeriiszari haromszég egyikhosszlisagu szara illeszkedik racsvonalra, akkor ezzel
a szarral szemkozti csucs csak akkor lehet racspont, ha errerra & vetllete egész

szamnyi tavolsagra van a szar végpontjaitol, ag/abi — m?2 egész szam (aheh;, a szarhoz
tartoz6 magassag hossza). 4 pont

Egyszer(l szamolassal lathato, hogy ez csak a&-é&s felbontasnal teljesul.

4

Tehat 6 kilbénboa egyenbszard haromszég elégiti ki a megadott feltételeket. 2 pont




