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1. Egy sportversenyen 15 csapat vett részt, €s minden csapdemcsapattal egyszer mér-
kdzott. A gyozelemért 3, a dontetlenért 2, a vereségért 1 pont jart. Sewgrvégén minden
csapatnak mas volt a pontszama, az utolsé 21 pontot szeBimbthyitsuk be, hogy a leg-
tbbb pontot gylijtott csapat legalabb egyszer dontetlemélkdzott!

. . ) 15-14 s 2
Megoldas. A verseny folyaman a csapatok osszeselaz— = 105 mérldzést jatszottak. 1 pont
Mivel egy-egy mérkzésen pontosan 4 pontot osztottak szét a csapatok kozétt, &
Osszes pontok szama 105 = 420. 1 pont

Az utolsé helyen végzett csapatnak 21 pontja volt, dtelvégdk rendre legalabb 1-1

ponttal tobbet kaptak, igy a 15 csapatnak legaldbl 22+ 23+ ...+ 35= 420 pontja volt.

Ez éppen megegyezik a kiosztott pontok szamaval, igyéatgg csapatnak éppen 35 pontja

volt. 2 pont

Tegyik fel, hogy a 35 pontot csak @gelmekidl és vereségekib érték el, és a gyzelmek
szamat jeloljukG-vel, ekkor 14— G a vereségek szama:

3-G+14—-G =35
Mivel a bal oldalon &llé kifejezés paros, a jobb oldal pamatligy nincs az egyenletnek egész
megoldasa. 2 pont
Tehat a legtdbb pontot szérrsapat biztosan legalabb egyszer dontetlentl dzéitk 1 pont

Osszesen: 7 pont



2. Az ABC haromszog oldalaira kifelé négyzeteket irunk. A négyzeesllete 18, 20 és
26 egység. Ezutan 0sszekotjik az dbra szerint a négyzeiddd’ kcsucsait. Mekkora az igy
keletkezettDEFG HI hatszog terilete?

E D

I. megoldas. Elészér megmutatjuk, hogy a2 BC haromszog terilete 9 egység.

1. lehetbség: Az ABC haromszoget beirhatjuk egy- 8

egyseég oldalu téglalapba az abra szerint. 1 pont
4 Az oldalak hossza Pitagorasz tétele szeifit8, /20 és

/26 lesz. 1 pont

igy a haromszdg teriiletét kiszamithatjuk, ha a téglalap te-

ruletédl levonjuk a 3 sarkon I&vkis haromszdg teruletét:

¢

B 1.5 2.4 3.3
T: '4_ — — =
> 2 2 2

9. 1 pont

2. leheBség: Mivel a négyzetek teriilete 18, 20 és 26 egység, ezért a hadgmasidalai
rendre /18, v/20 ésv/26. 1 pont

A haromszog teriiletét kiszamithatjuk a Heron-képleftek: \/s(s — a)(s — b)(s — ¢), ahol
2s =K.

5= %(\/1—84- V20+ /26),

T |/ 3(VI8+ V204 V2B) 3 (~ VIB+ V204 V2).

A (VIB- V204 v28) } (VB V20 VD) =

“lyipoe



A= (V18+ v20+ v26) (- v18+ v20+ v26) =
= ((vV20+ v26) + V18)((vV20+ V26) — V18) =
= 20+ 26+ 2v/20v/26 + 18 = 28+ 21/20V/26,

B = (V18- v20)(V18+ v20) — v26(v/18 — v20) + v/26(\/18 + V20— V26) =
— 18— 20— v/26\/18 + v/26v/20 + v/26\/18 + /26120 — 26 = —28 + 21/20V/26,

AB =4.20-26— 28 = 2080— 784= 1296

V1296 36

Most megmutatjuk, hogy aad BC haromszdg terlilete megegyezikdd'E, CDI és BHG
haromszogek tertletével.

1. meggondoldas: Késsik Ossze az
A cslcsot azEF szakaszP felezb-
pontjaval. Amennyiben aZAEF ha-
romszoget azAP mentén Kkettévag-
juk, és a két haromszoget az azo-
nos EP = PF mentén 0Osszeilleszt-
juk, akkor az ABC haromszoggel
egybevagd haromszdget kapunk, mert
a két haromszoég két oldala megegye-
zik:

AE = AC, mert ez a négyzeb ol-
dala,

AF = AB, mert ez a négyzet ol-
dala,

valamint a két oldal kdzbezart szdge
is egyend:

AFP<+ PEA< =180 — EAF<.

Az A pont korul vizsgalva a szdgeket:
BAC< =360 —2-90° — EAF< =360° — 180° — 180° + AFP< + PEA<« =
= AFP<+ PEA<«.

Ez hasonl6an igaz & DI és BHG haromszdgekre is. 3 pont




2. meggondoldas:Az AFE haromszoég terlletét kiszamithatjuk, mint d#" oldal és a

hozz& tartoz6 magassag szorzatanak fele.A82C' haromszognél a terulet kiszamithato,

mint az AB oldal és ac oldalhoz tartozé magassag szorzatanak a falE.= AB, mert
ugyanannak a négyzetnek az oldalai. 1 pont

Rajzoljuk meg azAF oldalhoz tartoz6 magassagot. Mivdll'E tompaszdgl haromszog,
ezért azAF oldalra azE pontbdl meblegest allitva al’ pont azAF szakaszon kivilre esik.

EAT< = CAT.<«, mert mebleges szaru szbgek.
EA = AC, mert ugyanannak a négyzetnek az oldalai. 1 pont

Mivel minden szogik és egy megfadebldaluk megegyezik, ez ETA = ACT,x, azaz
a magassagokHT = CT.) megegyeznek. igy a2 F E haromszog terilete megegyezik az
ABC haromszdg terlletével.

Ez hasonl6an igaz & DI és BHG haromszdgekre is. 1 pont

3. meggondoldas:

AF - AE - sin(AFE<)

Targ = 5 ;
AB - AC -sin(BA
Tapc = ¢ ZII‘I( C<z). 1 pont
Sin(AFE<) = sin(BAC<), mert sino = sin(180° — «). 1 pont
AF = AB, mert ugyanannak a négyzetnek az oldalai, hason@n= AE.
Ez hasonléan igaz & DI és BHG haromszogekre is. 1 pont
A DEFGHI hatszdg terllete tehdt = 18+ 20+ 26+ 4 -9 = 100. 1 pont

Osszesen: 7 pont

MegjegyzésAz |I. megoldas sordn a2 BC' haromszog teruletének kiszamitdséért (9 egység)
tehat 3 pont adhaté.

Az |. megoldasban barmely lehetséges meggondolas (Bkdwt esetén a ,szélsharom-
szogek teruletének kiszamitasaért 3 pont jar.



D ll. megoldas. Eszrevehetjik, hogy a
E — hatszdget Ugyesen belehelyezhetjik egy
12 egység oldalu négyzetbe az abra szerint. 2 pont
A Pitagorasz-tétel segitségével leellen-
orizhet, hogy az oldalak a feladatnak

C megfeleb nagysaguak. 2 pont

A | Ekkor a hatszég teriiletét megkapjuk, ha
s a nagy négyzet teruletéb kivonjuk a
/ sarkoknal elhelyezkeéd felesleges harom-
szdgek és négyszdgek terlletét. 1 pont

B / Az E és H pontbdl a négyzet legkdze-
\ / N lebbi cstcsahoz huzott szakasszal a ket
H négyszog haromszégekre bonthaté.

3.3 5.3 7.1 9.2 9.1 5.2
T_122—2—2—2—2—2—2_100 2 pont

Osszesen: 7 pont

3. Mekkora a terlilete annak a sokszognek, amelyet az aldbbnégyendszer gyodkei hata-
roznak meg a derékszogl koordinata-rendszerben?

zy+r+y=11
2%y + zy? = 30

Megoldas. Legyen:x +y = s €éSxzy = p.

ps = 30
p+s=11

igy az egyenletrendszer

alakban irhat6, melynek gyoke(s; 6) illetve (6;5). 1 pont
Visszahelyettesitve a jeldlésbe, majd megoldva a kapgtreégtrendszereket dz;y) szam-
parra a kovetkex értékeket kapjukA(2;3); B(3;2); C(1;5); D(5;1). 2 pont

Vizsgéljuk azABC' D négyszoget. AZA és B pontok azf(z) = —x + 5 fuggvény grafikon-
jan talalhatok, aC és D pontok pedig ag(z) = —z + 6 fuggvény grafikonjan vannak. igy

AB || CD, vagyis a négyszog trapéz. 2 pont
Pitagorasz-tétellel kiszamitjuk a trapéz oldalait és resfgat: AB = v2; CD = 4V/2;
2
AC = BD = +/5; a trapéz magassaga = g 1 pont
AB D 5
A terllet T = %C =5 terliletegység. 1 pont

Osszesen: 7 pont



4. A valés szamok halmazan értelmezgtt:) = ax? + bz + ¢ masodfokd fiiggvénynek mini-
muma van, melynek értékea. Az f(x) figgvényre barmely érték esetérf (z) = f(1—xz)
teljestl. Adjuk meg azf(x) fuggvény zérushelyeit!

Megoldas. A feladat feltételei alapjam > 0.

Mivel f(z) = f(1— z) minden valész-re, ezértaa? + bz + ¢ = a(1 — z)? + b(1 — z) + c.

A kapott dsszefliggés -Za + b)x = a + b alakra rendezhét 1 pont
Példaulz = 1 esetém + b = 0 kovetkezik, aza?d = —a. 1 pont
: ) . 1Y .
Ha pedigh = —a, akkor f(z) = az? — az + ¢, igy pedigf(z) = a (x — Q) +c— % (teljes
négyzetté alakitassal). 1 pont
Az a > 0 kik6tés miatt a minimum hely%, a minimum értéke pedig — %. 1 pont
., a , 3
Feladatunk alapjame — yimi igy c= 2% 1 pont

Tehat f(z) = ax® — ax — i—ia alaka.

Ha pediga # 0 — mint tudjuk —, akkorf(z) zérushelyei az:®> — = — Z = 0 egyenlet gyo-
kei. 1 pont

A zérushelyek (gyokok), = —% ésx, = :—23 1 pont

Osszesen: 7 pont



