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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mely z és y természetes szdmokra igaz, hogy vz + /y = v/ 1000?

Megoldas.
Ha /z + /y = V1000, akkor /y = V1000 — v/ alapjn

y =z + 1000 — 2v' 1000z = = 4 1000 — 20V 10z,

azaz 20V 10z = = — y + 1000.

Egyenletiink alapjan v 10z raciondlis szdm, de = egész szdm, ezért 10x csak négyzetszam

lehet.
Ha viszont 10z négyzetszam, akkor = = 10%? alakd, ahol k € N.
Teljesen hasonlé médon adédik, hogy y = 10n? alaki, ahol n € N.

Az eredeti egyenlet az x = 10k?, y = 10n* helyettesitéssel kv/10 4+ nv/10 = 10v/10, azaz

k+ n = 10.

A lehetséges (k;n) szamparok szdma igy 11, amelyek

klO|1]2)3]4]5[6|7]8]|9]|10]
n[10f9f8]7[6[5[4]3[2]1]0 |

A megfelel$ (x;y) szdmpdrok ennek megfelelGen

21314516
8171654

x| 0 | 10 | 40 | 90 | 160 | 250 | 360 | 490 | 640 | 810 | 1000 |

y | 1000 | 810 | 640 | 490 | 360 | 250 | 160 | 90 | 40 | 10 | 0 |.

A megadott szdmpdrok ki is elégitik az eredeti egyenletet.

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Megjegyzés.
(1) Alig indokolt megoldédsok esetén a dolgozat értéke legfeljebb 3 pont lehet.

(2) Ha a megadott szamparok legalabb fele hibds, akkor j6 gondolatmenet esetén is csak

maximadlisan 4 pont adhaté a feladat megolddsara.

Osszesen: 7 pont



2. Legyen A =177...76 és B =355...52 2k + 3, illetve k + 2 jegyl természetes szam.
2k+1 db k db

Bizonyitsuk be, hogy vV A — B is természetes szdm, és hatarozzuk meg v A — B jegyeinek
szamat!

Megoldas.

Alakitsuk 4t az A és B szamokat a kovetkez6képpen:

— 102k+2 —
A=10"247.(11...1)-10+6=
2k+1 db

7 7
1 2k+2 _12k+2 2h+1
=102+ 0 (99...9) 10 +6 =102+ - (10%F! —1) - 10 +6,
2k+1 db
h A _ 16 2k+2 5dik 2
ahonnan A = - - (10** — 1) adédik. pont
Hasonl6an

5
_ k+1 _ k+1 _
B=3-10 +5-(11...1)-10+2_3-10 +§-(99...9)-10+2_
k db k db

:3-1ok+‘+g-(1ok—1).10+2,

32
ebbdl pedig B = 5 (10FF! — 1) kovetkezik. 2 pont

Képezziik az A — B kiilonbséget:

16 32 16
A—B= 5 X (102k‘+2 _ 1) _ 3 . (10k+1 _ 1) ? . (102k+2 2. 10k+l + 1) —
4 2
= (3 - (108! — 1)) : 1 pont
Ekkor
A—B:i~(10k+1—1) :i-(99...9):4-(33...3) =133...32 1 pont
3 3 \N~—— N~—— ——
k+1 db k+1 db k db
ami k + 2 jegy(l természetes szam. 1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Az ABC haromszogben AC' = 2AB. Az AB és AC oldalon vegyiik fel az M, illetve
AB AC
N pontokat tigy, hogy az - = AM =CN = T Osszefiiggés teljesiiljon. Jelolje P az

MN és Q a BC szakaszok felezOpontjat, AD pedig a BAC szdg szogfelezbjét, ahol D
illeszkedik BC'-re. Igazoljuk, hogy PQ : AD =3 : 8!

Megoldas.

B K D Q L C

Segédszerkesztés: Legyen K és L a BC szakasz két olyan pontja, amelyre MK és PL
parhuzamos AD-vel, igy M K LN trapéz.
Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket: AB =c¢; AC =b; BC =a; BD=x¢é DC =a— .

:agw.A&mmmn

A szogfelezbtételt alkalmazva a kovetkezd egyenléséghez jutok:

b
szerepld Osszefiiggést — vagyis, hogy % =" felhasznélva x =

Bizonyitjuk, hogy az M K LN trapézban P(Q) kozépvonal, ahol P M N felez&pontja.
Az ABD héaromszogben M az AB felezGpontja, MK || AD, igy MK kozépvonal, és

AD | r  a
MK_TCSBK_E_E
ADC haromszogben NL || AD, igy ADCA = NLCA, a hasonlésagi ardny 4 : 1, vagyis
AD a—z a
NL=—LC= =—.
4’ ¢ 4 6

Mivel @) felez6pontja BC-nek és BK = CL, ezért () felez6pontja K L-nek is, igy PQ ko-
zépvonala az M K LN trapéznak.

AD AD
_ MK+NL 5 T4
- 2 B 2

PQ :%AD.

fgy bebizonyitottuk, hogy PQ : AD = 3 : 8.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



4. Egy 90 cm keriiletli haromsz6g oldalai cm-ben mérve egész szdm hossziak. Mekkorak
az oldalak, ha a haromszog egyik szoge egy masik szogének kétszerese?

Megoldas.

Abranknak megfeleléen AD =c¢—x, DB = z, ahol
CD az ACB szog bels6 szogfelezoje.

A feladat megolddsdnak szempontjdbdl érdektelen,
hogy a haromszog melyik szoge kétszerese valamelyik
madsik szogének.

A BCD héaromszog hasonlé a BAC' haromszoghoz,
A ¢ D z B mert szogeik paronként egyenlSk.

2
A hasonldsdg alapjin T g, azaz xr = a—,
a c ; c ;
tovabbd a C'D = f jelsléssel L = 2 fay f = 2.
a c c
Az ADC haromszog a szogei alapjan egyenld szari (AD = DC), ezért ¢ —x = f, azaz

2 b 22
c— ¢ a—, ahonnan b = c-a adodik.
c c
2 _g?
Mivel a 4+ b+ ¢ = 90, ezért a + + ¢ =90, igy
c? c? —90c + 90c N 90c — 90? + 90? 90 + 90?
a= = = —cC = —c— .
90 — ¢ 90 — ¢ 90 — ¢ 90 — ¢

A hiaromszog-egyenlGtlenség alapjan egyrészt a < ¢ < 45, masrészt pedig b < a + ¢ alapjan
c?—a? c?
90 — ¢
Mivel pedig 30 < ¢ < 45, ezért 45 < 90 — ¢ < 60.
2

, ahonnan ¢ > 30 addédik.

C , . C
< a+c, azaz 5 < a, igy pedig 2 <

90
Aza=—-c—90+ 90 formula alapjan 90 — ¢ osztGja a 90° = 22 - 3* . 5% szamnak, ahol
—c
45 <90 — ¢ < 60.
A 90 — c oszté lehetséges értéke kétféle lehet: 50 vagy 54.

Ekkor pedig a megolddsok:

a| 3224
18 | 30
40 | 36

Mindkét megoldas megfelel a feladat feltételeinek.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2

90 — ¢
parok Osszes lehetséges értékét, akkor erre a részre 2 pontot kaphat.

Megjegyzés. Ha a versenyz6 az a = formula alapjdn indokolva megadja az (a;c)



