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Megoldasok és javitasi atmutato

24/ 1
1. Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor S = _evntl egész része nem
vn+1—+y/n
lehet négyzetszdm!
Megoldas.
A tort nevezgjét gyoktelenitve kapjuk, hogy S = 2n + 2+ 2+y/n(n + 1), 2 pont
igy S egész része 2n +2 + [2 nin+1) ] hiszen 2n + 2 egész szdm. 1 pont
Mivel
/ 1y 1
2n=2vn? <2y/nn+1)=2vn>+n <2 (n—|—2> :2<n+2> =2n+1, 1 pont
ezért [2\/n(n + 1)] = 2n, igy S egész része 4n + 2. 1 pont
A négyzetszamok 4-gyel osztva 0, vagy 1 maradékot adhatnak, 1 pont
azaz 2-t nem, igy S egész része valéban nem lehet négyzetszam. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Kiszdmoltuk, hogy hany olyan n-jegyli (n > 1) szdm van, ahol barmely két szomszédos
jegy Osszege oszthaté 3-mal. A kapott eredmény végzddhet-e 2012-re?

Megoldas.

El6szor megszamoljuk, hogy hany ,,j6” szdm van n-jegyli szam esetén. Az n-jegyli szamunk
kezdd jegye szerint harom kiilonb6zé esetet kiilonboztetiink meg (3k + 1, 3k + 2, vagy 3k
alakd a kezdd jegy).

Ha a kezd6 jegy 1, 4 vagy 7 (3 eset), akkor 2, 5, vagy 8-cal folytathatjuk (djra 3 eset), majd
ujra 1, 4, 7-tel, ... (vagyis felvaltva 3k + 1, és 3k 4 2 alaki szamjegyek jonnek). Ez n-jegy(
szam esetén éppen 3" jé szamot jelent. 1 pont

Ha a kezd6 jegy 2, 5 vagy 8, akkor teljesen hasonléan, mint az el6z6 esetben, itt is felvaltva
3k +2, és 3k + 1 alaku szdmjegyek jonnek, vagyis n jegy esetén itt is 3" jo szam van. 1 pont



Ha pedig a kezd6 jegy 3, 6 vagy 9 (3k alaku), akkor ugyanigy 3k alaku szdmjeggyel foly-
tathatjuk, vagyis 3, 6, 9 vagy O-val. Itt 3 - 47! eset van.

Vagyis n jegy(i szdm esetén a j6 szdmok szama: S =2 -3" +3 .47 1,
Errdl az S szamrol fogjuk beldtni, hogy nem végzédhet 2012-re!
Ugyanis, ha egy szdm 2012-re végzddik, akkor oszthatd 4-gyel.

De S=12-3"+3.4""! és S-ben (mint kéttagii osszegben) 4|3 -4""! ha n > 1, de 3"
paratlan, emiatt 2 - 3" 4-gyel osztva 2 maradékot ad. Igy S is ketté maradékot ad 4-gyel
osztva.

De akkor .S nem oszthatd 4-gyel, és igy nem is végzédhet 2012-re.

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen:

3. Az ABC egyenlszard haromszog k koréirt korét beliilrSl, a haromszog AC és BC' sza-
rait pedig rendre a P és () pontokban érinti a k; kor.

Bizonyitsuk be, hogy PQ felez6pontja az ABC haromszog beirt korének kozéppontja!

Megoldas.

Mivel az ABC hiromszog egyenl$ szaru, ezért szim-
metrikus C F-re.

Legyen CAB< = ABC< =2a. Mivel PQ || AB-
vel, ezért CPQ< = 2au.

Mivel a CPQ< = 2« a kis kor PQ hirjdhoz hizott
kiilsé szog, ezért a PQ hurhoz hizott PEQ< kerii-
leti szog 2a.

Vizsgéljuk a PFFE haromszog belsd szogeit. Mi-
vel az ABC héaromszog szimmetrikus C'E-re, ezért
PEF<=FEQ<=q.

CFE merbleges PQ-ra, ezért EFP<=90°. Ezért
a PFFE haromszogben a harmadik szog FPE< =
=90° — a.

Tekintsitk a PFE A haromszog belsd szogeit!

A P pont kériil CPF<g+ FPE<+ EPA< = 180°, ezért EPA< =90° — q.

A nagy kor AC hirjdhoz tartozé Kkeriileti szog 2, ezért AEC<t = 2q, igy pedig
AEP< = a.

Tehiat PAE< = 90°.

Mivel a PFEA négyszog szemkozti szogei 180°-ra egészitik ki egymast, ezért PFEA
négyszog hurnégyszog.

A PFFE A négyszog koriilirt korének PF' hidrjdhoz tartoz6 keriileti sz6g PEF <t = «, ezért
PAF< = qa.

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Azaz FA a CAB< szogfelezGje. Mivel C'E is felezi a ACB< szoget, ezért ezek F' met-
széspontja az ABC haromszog beirt korének kdzéppontja. 1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az x, y, z, u valés szdmokra teljesiil, hogy

4ov/4 — 22 —3y\/3 — 12 + 222 — 22 —u/1 —u? = 15.

Mekkora az zy’z*u szorzat értéke?

Megoldas.

A négyzetgyokos kifejezések csak akkor értelmezhetdek, ha |z < 2, y| < V/3, |z| £ V2 és

lu| £ 1. 1 pont
Mivel

2 4 — 2
V4 — 2 S x| Vad—a2? = /2?2 (4—a?) £ H% =2,
ezért 4x+/4 — x? < 8 a szdmtani €s mértani kozépre vonatkozé egyenlStlenség alapjén. 1 pont
3
Teljesen hasonlé médon yv/3 — 42 < |y| - /3 — 12 = Vy>(3 — 12) <

5-
Tovdbba z - /2 — 22 = 1/22(2—2?) S 1ésuyv 1l —u? £

. 1 pont
-2
Yyl = 5’
1 )
lz| =1, |u| = \/g esetben 4ll fenn. 1 pont

Ekkor pedig az eredeti 15 = 4zv/4 — 22 — 3y\/3 — y? + 221/2 — 22 — u\/1 — 12 egyenlet
alapjan

N =

A négy viltozora felirt egyenlGtlenség esetén az egyenlGség csak az |z| = V2,

15 < 4la|v/4 — 22+ 3[ylv/3 =2 + 20V2 - 2 + ful VI - w2 £

3 1
<8+43-2+42-14+1--=15
S84+3- 2421413 :

3 1
ezért csak © = \@ = —\/i z = 1, u = ——— lehetséges. 2 pont
Y > NG g p
Az zy?2%u szorzat értéke igy V2 - § -1 = L = —§ 1 pont
Y gy 5 e =5 p

Osszesen: 7 pont



5. Felvesziink 30 kiilonb6z6 pontot a sikon tgy, hogy ne legyen hdrom egy egyenesen. Min-
den pontot minden ponttal 6sszekotiink, és az éleket pirossal vagy kékkel szinezziik. Minden
pontbdl pontosan 12 kék szini €l indul ki, a tobbi pedig piros. Vizsgaljuk az igy kialakult
haromszogeket. Ha egy haromszog minden oldala ugyanolyan szinfi, akkor a belsejét is ki-
szinezziik.

Osszesen hany haromszdget szineziink be?

Megoldas.

Jelolje = a beszinezett, y a nem beszinezett haromszogek szamat.

. 30-29-28 . N el s . .
Osszesen z 4+ y = — - 4060 haromszoget készithetiink, ha a 30 pont mindegyikét

minden ponttal 6sszekotjiik.

Minden pontbdl pontosan 12 kék, és 17 piros él indul ki. Mivel azt
nem tudjuk, hogy az adott pontbdl kiindulé két kék él milyen szin
éllel van Osszekotve, ezért szamoljuk meg, hogy adott pontb6l hany

lehetséges egyszinl haromszog képezhetd, azaz hany olyan pontkettes

2-11
kék

van, amelyeket azonos szinnel kotottiink 6ssze. Ezekbdl
7-16

szind és

piros szind van.

12-11+17-16
2 2

Azaz 0sszesen

= 202 egyszinli haromszog képzelhets el egy pontbdl ki-
indulva.

12-11+17-16
2 2

Mind a harminc pontra ez 6sszesen 30 - <

ad ki.

> = 30-202 = 6060 hdromszoget

Azok a haromszogek, amelyeknek minden oldala egyszinti, azokat ebben az 6sszegben ha-
romszor szdmoltuk meg, a nem egyszind hiromszogeket pedig egyszer. Azaz 3z +y =
= 6060.

Az 4y = 4060 és 3z +y = 6060 egyenletrendszert z-re megoldva kapjuk, hogy x = 1000
olyan haromszog van, amit beszineztiink.

Létezik a feltételeknek megfeleld szinezés. Példdul szdmozzuk be a pontokat 1-t6l 30-ig.
A feltételnek megfelel§ szinezést kapunk, ha minden ¢. sorszamu pontot Osszekotiink kék
szinnel az 1 —6,¢—5,1—4,1—-3,9—2,i—1,7+1,¢+2,1+3,74+4, 1 +5, ¢+ 6 (mod 30)
sorszamu ponttal, a tobbi pontot pedig piros szinnel kotjiikk Ossze.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



